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Prefácio da Edição em Inglês 


Este não é um livro texto. Não é um livro para concursos, Não é um conjunto de aulas 
para alguma disciplina. Não contém diversos projetos para alunos, nem apresenta partes da 
matemática para estudo independente, 

Então, que espécie de livro é este? É um livro produzido por circunstâncias culturais 
notáveis, que fomentaram a criação de grupos formados por alunos, professores e matemáticos 
na antiga União Soviética, chamados de círculos matemáticos. É baseado na ideia de que o 
estudo da matemática pode gerar o mesmo entusiasmo que praticar um esporte com um time, 
sem ser, necessariamente, competitivo. 

Então ele parece mais 


com um livro de recreações matemáticas xceto que é mais O. 
Escrito por profe: adores trabalhando em universidades, é o resultado 
de anos de experiência destes matemáticos com grupos de alunos do ensino médio. As sequências 
de problemas estão estruturadas de modo que praticamente qualquer estudante pode atacar 
os primeiros exemplos. Mas os mesmos princípios desenvolvidos na resolução de problemas 
ível a solução mais tarde de problemas extremamente 
desafiadores. Entre esses dois, existem problemas de todos os níveis de interesse ou habilidade, 

Os círculos matemáticos da antiga União Soviética e, em particular, os de Leningrado (atu- 
almente São Petersburgo, onde esses problemas foram desenvolvidos), são muito diferentes da 
maioria dos clube: 


res matemáticos pesqu 


nos estágios preliminares tornam po 


de matemática nos Estados Unidos. Tipicamente, não eram dirigidos por 
professores do ensino médio, mas por estudantes de pós-graduação ou professores universitá- 
rios que consideravam parte de seu dever profissional mostrar a jovens estudantes o prazer da 
matemática. Frequentemente os estudantes se encontravam até altas horas da noite e viaja- 
ram juntos durante o final de semana ou durante o verão, construindo uma intimidade e um 
cooperativismo só obtido, em geral, por times esportivo 


Temos sorte de estar vivendo em um tempo em que ru: 


e ameri s podem se comunicar 
facilmente e compartilhar suas culturas. O desenvolvimento da educação matemática é um 


ano 


pecto da cultura russa do qual podemos aprender muito. Ainda é muito raro encontrar 
pesquisadores matemáticos nos Estados Unidos dispostos a pensar e a devotar tempo e energia 
para o desenvolvimento de material para estudantes do ensino médio. 


Então precisamos pegar emprestado com nossos colegas russ Este livro é o resultado 
deste empréstimo. Alguns capítulos, como o sobre a desigualdade triangular, podem ser usados 
diretamente em salas de aula para complementar o desenvolvimento nos livros textos usuais. 
Outros, como os que discutem a teoria dos grafos, ampliam o currículo com jóias da matemática 
que não são nem comentadas, em geral, nas salas de aula. Ainda outros, como o capítulo sobre 


JS. 


jogos, oferecem uma fonte rica de materiais extracurriculares com mais estrutura e significado 
do que muitos tópicos curriculares. 


X 


vi PREFÁCIO DA EDIÇÃO EM INGLÊS 


Cada capítulo fornece exemplos de métodos matemáticos em algumas de suas formas mais 
simples. O jogo de nim, que pode ser curtido e até analisado por um aluno do terceiro ano do 
ensino fundamental, é equivalente a um jogo com um único pcão em um tabuleiro de xadrez. 
Isto torna-se uma lição sobre a apresentação de problemas em outra forma para alunos do 
sétimo ano do ensino fundamental, depois oferece uma introdução à natureza de isomorfismos 
para estudantes do ensino médio. O Princípio das Casas de Pombo, que está entre os tópicos 
mais simples, embora profundo, da matemática, torna-se uma ferramenta para demonstraç 
em teoria dos números e geometria. 

Mesmo assim, o tom do trabalho permanece leve. O capítulo sobre combinatória não requer 
compreensão de funções geradoras ou indução matemática. Os problemas sobre teoria dos grafos 
permanecem também na superfície deste ramo importante da matemática. A abordagem de 
cada tópico é mais apropriada para brincadeiras mentais do que para reflexões pesadas. E ainda 
assim o trabalho consegue tocar algumas notas profundas. 

É esta qualidade de trabalho que os matemáticos da antiga União Soviética desenvolveram 
com perfeição. A exposição da matemática tornou-se parte do trabalho dos matemáticos rus- 
S, não apenas seu desenvolvimento, Portanto, este livro é parte de um gênero literário que 
permanece basicamente subdesenvolvido na língua inglesa. 


Mark Saul, Ph.D. 
Bronxville Schools 
Bronxville, New York 


Prefácio da Edição em Russo 


81. Introdução 


Este livro foi escrito, originalmente, para ajudar pessoas na antiga União Soviética que 
lidavam com educação matemática extracurricular: professores de colégios, professores univer- 
itários participando de programas de educação matemática, diversos entusiastas orientando 
círculos matemáticos, ou pessoas que simplesmente queriam ler alguma coisa matemática e 
recreativa. Mas, certamente, estudantes podem usar este livro de maneira independente. 

Outra razão para escrever este livro foi que consideramos necessário registrar o papel repre- 
sentado pelas tradições da educação matemática em Leningrado (atualmente São Petersburgo) 
nos últimos 60 anos. Embora nossa cidade tenha sido, de fato, o berço do movimento de olim- 
píadas na União Soviética (tendo seus primeiros seminários matemát para estudantes em 
1931-32 e a primeira olimpíada na cidade em 1934) e ainda permaneça como uma das lideranças 
nesta área, sua imensa experiên 


ia educacional não tem sido registrada adequadamente para 
leitores interessados. 


* * * 


Apesar da variedade em estilos do material deste livro, ele é homogêneo do ponto de vista 
metodológico. Acreditamos ter aqui todos os tópicos básicos para sessões de um círculo ma- 
temático durante os dois primeiros anos de educação extracurricular (para estudantes de 12 a 
l4 anos, aproximadamente). Nosso objetivo principal foi tornar mais fácil a preparação dos 
encontros e a escolha de problemas para o professor (ou qualquer entusiasta disposto a gastar 
seu tempo ensinando matemática que não é padrão para crianças). Queríamos falar sobre ideias 
matemáticas que são importantes para os estudantes e sobre como captar a atenção deles para 


sas ideias. 

Precisamos enfatizar que o trabalho de preparação e orientação de uma sessão é um processo 
criativo em si mesmo. Assim, não seria prudente seguir nossas recomendações cegamente, No 
entanto, esperamos que nosso trabalho forneça material para a maioria de seus encontros 
Parece natural utilizar o livro da seguinte maneira: enquanto estiver trabalhando em um tópico 
específico, o professor lê e analisa um capítulo do livro, e depois começa a esboçar a se 


ão. 
Certamente terão que ser feitos alguns ajustes devido ao nível de cada grupo de alunos. Como 
fontes suplementares de problemas, recomendamos [13, 16, 24, 31, 33] e [40]. 


viii PREFÁCIO DA EDIÇÃO EM RUSSO 


Gostaríamos de mencionar dois pontos importantes na tradição de atividade educacional 
matemática extracurricular de Leningrado: 

(1) Os encontros se caracterizavam por uma comunicação intensa e espontânea entre alunos 
e professores, na qual cada estudante cra tratado individualmente, se possível. 

(2) O processo começa cedo: em geral, durante o sexto ano do ensino fundamental (11 ou 
12 anos) e às vezes mais cedo. 

Este livro foi escrito como um guia especialmente para estudantes do ensino médio e seus 


professores. Sem dúvida, a idade dos estudantes influenciará o estilo dos encontros. Aí vão 
algumas sugestõe: 


A) Consideramos errado manter uma sessão longa para alunos mais jovens tratando de 
apenas um tópico. Acreditamos que é melhor mudar de atividade em um mesmo encontro. 

B) É preciso ficar voltando para material já estudado. Isto pode ser feito usando problemas 
das olimpíadas e de outras competições (veja o Apêndice A). 

C) Ao discutir um tópico, tente enfatizar algumas coisas básicas para que os alunos possam 
compreender completamente (e não apenas memorizar) esses fatos e ideias. 

D) Recomendamos o uso constante de atividades que não sejam padrão e pareçam com jogos 
nos encontros, com discussões completas sobre soluções e demonstrações. Também é importante 
usar problemas recreativos e jogos matemáticos. Eles podem ser encontrados em (5-7, 16-18, 
26-30). 

Precisamos mencionar aqui nossos predecessores — os que tentaram criar antes uma espécie 
de antologia dos círculos matemáticos de Leningrado. Infelizmente seus livros [32] e [43] não 
atingiram um grande número de leitores interessados em educação matemática no ensino médio. 

A versão original da primeira parte deste livro foi publicada pela Academia de Ciências 
Pedagógicas da União Soviética nos anos de 1990 e 1991 como uma coleção de artigos [21] 
scritos por diversos autores. Gostaríamos de agradecer todos os colegas cujos materiais usamos 
ao trabalhar na preparação deste livro: Denis G. Benua, Igor B. Zhukov, Oleg A. Ivanov, Alexey 
L. Kiricheuko, Konstantin P. Kokhas, Nikita Yu. Netsvetaev e Anna G. Frolova. 

Expressamos também nossa gratidão sincera a Igor S. Rubunov, cujo artigo sobre indução, 
escrito especialmente para a segunda parte do livro [21] (mas, infelizmente, nunca publicado) 
está incluído aqui como o capítulo “Indução”, 

Nossos agradecimentos especiais vão para Alexey Kirichenko, cuja ajuda nos estágios pre- 
liminares deste livro não pode ser superestimada. Gostaríamos também de agradecer a Anna 
Nikolaeva pelo desenho das figuras. 


82. Estrutura do livro 


O livro consiste neste prefácio, duas partes principais, Apêndice A “Competições Matemá- 
ticas”, Apêndice B “Respostas, Dicas, Soluções” e Apêndice C “Referências”. 

A primeira parte (“O Primeiro Ano de Educação”) começa com o Capítulo Zero, que consiste 
em problemas testes direcionados em sua maioria para crianças de 10 ou 11 anos. Os problemas 
deste capítulo não têm, basicamente, conteúdo matemático e seu objetivo principal é revelar 
as habilidades matemáticas e lógicas dos estudantes. O resto da primeira parte está dividido 
em 8 capítulos. Os sete primeiros tratam de tópicos particulares e o oitavo (“Problemas para o 
primeiro ano”) é, simplesmente, uma compilação de problemas sobre temas variados. 


OBSERVAÇÕES E NOTAÇÃO ix 


A segunda parte (“O Segundo Ano de Educação”) consiste em 9 capítulos, alguns dos quais 
continuam a discussão da primeira parte (por exemplo, os capítulos “Grafos-2” e “Combinatória 
2”). Outros capítulos contêm material considerado muito complicado para o primeiro ano: 
“Invariantes”, “Indução” e “Desigualdades”. 

O Apêndice A fala sobre cinco tipos principais de competições matemáticas populares na 
antiga União Soviética. Essas competições podem ser feitas em encontros dos círculos ma- 
temáticos ou usadas para organizar competições entre círculos diferentes ou até entre escolas 
diferenti 

Os conselhos para professores são dados, em geral, sob as observações marcadas “Para 
professores”. Algumas raras ocasiões de “Observações Metodológicas” contêm principal- 
mente recomendações sobre a metodologia da resolução de problemas: eles chamam a atenção 
para os padrões básicos das demonstrações ou métodos de reconhecimento ou classificação de 
problemas. 


§3. Observações e notação 


(1) Os problemas mais difíceis estão marcados com um asterisco (*). 

(2) Quase todos os problemas estão comentados no Apêndice B: uma solução completa 
ou, pelo menos, uma dica e uma resposta. Se um problema é computacional, em geral damos 
apenas uma resposta. Não fornecemos soluções para os problemas para resolução independente 
(isto serve, em particular, para todos os problemas dos Capítulos 8 e 17). 

(3) Todas as referências podem ser encontradas no final do livro na lista de referências. Os 
livros que recomendamos mais estão marcados com um asteris 


CAPÍTULO 0 
Capítulo Zero 


Juntamos, neste capítulo, 25 problemas simples. Para resolvê-los, você não precisa de nada 
além de bom senso e habilidades computacionais muito simples. Esses problemas podem ser 
usados em encontros de um círculo matemático para testar as habilidades lógicas e matemáticas 
dos estudantes, ou como recreação. 


Problema 1. Diversas bactérias estão colocadas em um vidro. Um segundo depois cada 
bactéria se divid 


em duas, no próximo segundo todas as bactérias se dividem novamente em 
duas, e assim por diante. Depois de um minuto, o vidro está cheio. Quando o vidro estava pela 
metade? 


Problema 2. Ana, João e Alex fizeram uma excursão de ônibus pela Disneilândia. Cada um 
deles tem que pagar pelo passeio com moedas de plástico com valor 5, mas ele têm moedas 
com os valores 10, 15 e 20 (cada um tem uma quantidade ilimitada de cada um desses tipos de 
moeda). Como eles podem pagar pela excursão? 


Problema 3. Jack rasgou diversas páginas sucessivas de um livro, O número da primeira 
página que ele rasgou era 183 e sabe-se que o número da última página estava escrito com os 


mesmos dígitos em alguma ordem, Quantas páginas Jack rasgou do livro? 


Problema 4. Um saco contém 2 kg de pregos. Você pode pesar 750 g usando só uma balança 
de dois braços? (Veja a Figura 1.) 
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Problema 5. Uma lagarta, saindo do solo, sobe um mastro com 75 cm de altura. Cada dia 
ela sobe 5 em e cada noite ela escorrega 4 em. Quando ela vai chegar pela primeira vez no topo 
do mastro? 


Problema 6. Em determinado ano, o mês de janeiro teve exatamente quatro sextas feiras 
e exatamente quatro segundas feiras. Em que dia da semana caiu o dia 20 de janeiro daquele 
ano? 


Problema 7. Quantos quadrados são cruzados por uma diagonal em uma tabela retangular 
formada por 199 x 991 quadrados pequenos? 


Problema 8. Retire 10 dígitos do número 1234512345123451234512345 de modo que o 
número remanescente seja o maior possível. 


* * * 


Problema 9. Pedro dis 
vem”. Isto é possível? 


Anteontem eu tinha 10 anos, mas vou fazer 13 anos no ano que 


Problema 10. A gata do Pedrinho sempre espirra antes de uma chuva. Ela espirrou hoje. 
Pedrinho pensou: “Isto significa que vai chover”. Ele está certo! 


Problema 11. Um professor desenhou diversos círculos em uma folha de papel. Depois 
ele perguntou a um estudante: “Quantos círculos tem aqui?” “Sete”, foi a resposta. “Correto! 
Então, quantos círculos tem aqui?” o professor perguntou a outro aluno. “Cinco”, o aluno 
respondeu. “Perfeitamente correto!” replicou o professor. Quantos círculos estavam realmente 
desenhados no papel? 


Problema 12. O filho do pai de uma pessoa está falando com o pai do filho desta pessoa e 
esta pessoa não está participando da conversa. Isto é possível? 


Problema 13. Três tartarugas estavam andando ao longo de uma estrada indo na mesma 
direção. “Duas outras tartarugas estão atrás de mim”, disse a primeira tartaruga. “Uma tarta- 
ruga está na minha frente e outra está atrás de mim”, disse a segunda. “Duas tartarugas estão 
na minha frente e uma está atrás de mim”, disse a terceira tartaruga. Como isto é possível? 


Problema 14. Três pesquisadores estão em um vagão de trem. O trem passa por um túnel 
por diversos minutos e eles ficam no escuro. Ao sair do túnel, cada um deles vê que as faces 
dos colegas estão pretas pela fuligem que entrou pela janela aberta. Eles começam a rir uns 
dos outros, mas, de repente, um deles percebe que sua face também deve estar suja. Como ele 
chega a esta conclusão? 


Problema 15. Três colheres de sopa de leite retiradas de um copo de leite são colocadas 
em um copo de chá e o líquido é completamente misturado. Depois três colheres de sopa desta 
mistura são recolocadas de volta no copo de leite. O que é maior agora: a porcentagem de leite 
no chá ou a porcentagem de chá no leite? 
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Problema 16. Forme um quadrado mágico com os dígitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9; ou seja, 
coloque-os nas células de uma tabela 3 x 3 de modo que as somas dos números ao longo de 
todas as linhas, colunas e das duas diagonais sejam todas iguais. 


Problema 17. O serviço secreto da Federação interceptou uma mensagem em código secreto 
do Domínio com os seguintes dizeres: BLASE + LBSA = BASES. Sabe-se que dígitos iguais 
são codificados com letras iguais e dígitos diferentes com letras diferentes. Dois computado- 
res gigantescos deram duas respostas diferentes. Isto é possível ou um deles vai ter que ser 
consertado? 


Problema 18. Distribua 127 moedas de um real entre 7 porta-moedas de modo que qualquer 
soma inteira de 1 até 127 reais pode ser paga sem abrir os porta-moedas. 


Problema 19. Corte a figura ilustrada na Figura 2 em quatro figuras, cada uma semelhante 
à original com dimensões pela metade. 


FIGURA 2 


Problema 20. — Fósforos estão arrumados de modo a formar a figura ilustrada na Figura 
Mude dois fósforos para transformar esta figura em quatro quadrados com lado igual ao 
comprimento de um fósforo. 


FIGURA 3 


Problema 21. Um rio com 4 metros de largura faz uma curva de 90º (veja a Figura 4). E 
possível cruzar o rio usando duas tábuas com 3,9 m de comprimento cada? 


Problema 22. É pos 
toque todos os outros? 


sível arrumar seis lápis longos redondos de modo que cada um deles 
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IURA d 


Problema 23. Usando uma tesoura, faça cortes em uma folha de papel (do tamanho desta 
Página, por exemplo) de modo a abrir um buraco através do qual um elefante pos: 


Problema 24. Dez moedas estão arrumadas como na Figura 5. Qual o número mínimo de 
moedas que têm que ser removidas para que não am três moedas entre as remanescentes 
sobre o vértice de um triângulo equilátero? 


Figura 5 


CAPÍTULO 1 


Paridade 


Dizemos que um número par tem paridade par e que um número ímpar tem paridade ímpar. 
Este conceito, apesar de sua simplicidade, aparece na solução de uma variedade muito grande 
de questões. E é útil na solução de muitos problemas, inclusive alguns bem dific: 

A simplicidade deste tema torna possível a colocação de problemas interessantes para es 
tudantes quase sem base matemática. Esta mesma simplicidade torna ainda mais importante 
do que de hábito mostrar o tema comum em tais problemas. 


81. Cadeias alternadas 


Problema 1. Onze engrenagens estão colocadas em um plano, arrumadas em uma cadeia 
como ilustrado na Figura 6. Todas as engrenagens podem rodar simultaneamente? 


Figura 6 


Solução. A resposta é não. Suponha que a primeira engrenagem gira no sentido horário. 
Então a segunda tem que girar no sentido contrário, anti-horário, a terceira no sentido horário 
novamente, a quarta no sentido anti-horário, e assim por diante. É claro que as engrenagens 
ímpares” têm que girar no sentido horário, enquanto as “pares” têm que girar no sentido anti- 
horário. Mas, então, a primeira e a décima primeira engrenagens têm que girar no mesmo 
sentido. Isto é uma contradição. 


1, PARIDADE 


A ideia principal na solução desse problema é que as engrenagens que giram no sentido 
horário alternam com as que giram no sentido anti-horário. Encontrar objetos que se alternam 
também é a ideia básica nos próximos problemas. 


Problema 2. Em um tabuleiro de xadrez, um cavalo sai do quadrado al e retorna para 
a mesma posição depois de vários movimentos. Mostre que o cavalo fez um número par de 
movimentos, 


Problema 3. E possível um cavalo começar na posição al de um tabuleiro de xadrez e 
terminar em h8 visitando cada um dos quadrados restantes exatamente uma vez ao longo do 
caminho? 


Solução. Não. Em cada movimento, um cavalo salta de um quadrado de uma cor para um de 
cor oposta. Como o cavalo tem que fazer 63 movimentos, o último movimento (ímpar) tem que 
levá-lo a um quadrado de cor oposta à cor de onde ele começou. No entanto, os quadrados al 
e h8 têm a mesma cor. 


Como o Problema 3, muitos problemas nesta seção tratam de demonstrações de que certas 
situações são impossíveis. De fato, quando a pergunta é se determinada situação é possível, 
a resposta nesta seção é sempre “não”. Isto traz alguma dificuldade para estudantes sem ex- 
periência matemática. A primeira reação deles é se sentirem frustrados por não conseguirem 
encontrar a situação “concreta” (satisfazendo as condições impossíveis) ou declararem que a s 
tuação é impossível, mas sem uma ideia clara do que poderia ser feito para provar isto. Eis um 
problema simples, relacionado aos problemas do tipo “par e ímpar” mais adiante nesta seção, 
que pode esclarecer este ponto. 

Você pode encontrar cinco números ímpares cuja soma seja 100? 

Isto pode gerar uma discussão que leve os estudantes a compreender que não é por causa 
de suas falhas que eles não conseguem encontrar tal conjunto de números, mas por causa de 
uma contradição na própria natureza do conjunto. O que está na base da confusão dos alunos é 
uma demonstração por absurdo, assim como a noção de demonstração de uma impossibilidade. 
Problemas envolvendo paridade fornecem um modo simples, mas efetivo, de introduzir esses 
dois conceitos. 


Problema 4. Um caminho fechado é formado por 11 segmentos de reta. É possível uma 
reta, que não contém nenhum vértice do caminho, intersectar todos os segmente 


Problema 5. Três discos de borracha, A, B e C, utilizados no hóquei sobre o gelo, estão no 
campo. Um jogador bate em um deles de tal forma que ele passa entre dois outros discos. Ele 
faz isto 25 vezes, Ele pode retornar os três discos às suas posições iniciais? 


Problema 6. Kátia e seus amigos estão em um círculo. Os dois vizinhos de cada uma das 
crianças são do mesmo sexo. Se o círculo contém cinco meninos, quantas meninas estão neste 
círculo! 


Destacamos um princípio adicional, que aparece na solução do problema precedente: em um 
conjunto fechado de objetos alternados. existem tantos objetos de um tipo (meninos) quanto 
do outro (meninas). 
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Problema 7. Podemos desenhar um caminho fechado com 9 segmentos de reta, cada um 
dos quais intersecta exatamente um dos outros segmentos? 


Solução. Se tal caminho fechado fosse possível, então poderíamos dividir em pares os segmentos 
de reta, formando pares de segmentos que se intersectam. Mas então o número de segmentos 
teria que ser par. 

Vamos destacar o ponto central nesta solução: se pudermos dividir em pares um conjunto 
de objetos, então o conjunto tem um número par de objetos. Eis alguns problemas semelhantes: 


Problema 8. Um tabuleiro quadrado 5 x 5 pode ser coberto por dominós 1 x 2? 


Problema 9. Dado um polígono convexo com 101 lados com um eixo de s 
o eixo de simetria contém um de seus vértices. O que voc 
10 lados e as mesmas propriedades? 

Os Problemas 10 e 11 tratam de dominós. Um conjunto de dominós consiste em retângulos 
2 x 1 com O a 6 bolinhas desenhadas em cada quadrado. Estão representadas todas as 28 
possibilidades de pares de números de bolinhas (incluindo as duplas). O jogo consiste em formar 
uma cadeia na qual quadrados de dominós adjacentes têm o mesmo número de bolinhas. 


metria, prove que 
pode dizer sobre um polígono com 


Problema 10. Todos os dominós em um conjunto estão colocados em uma cadeia (de modo 
que o número de bolinhas nas extremidades de dois dominós adjacentes são iguais). Se uma das 
extremidades da cadeia contém 5 bolinhas, qual o número de bolinhas na outra extremidade? 


Problema 11. Em um 
em uma das extremidadi 


njunto de dominós, são descartados todos os que não têm bolinhas 
Os dominós remanescentes podem ser arrumados em uma cadeia? 


Problema 12. Um polígono convexo com 13 lados pode ser dividido em paralelogramos? 


Problema 13. São colocadas vinte e cinco peças em um tabuleiro de damas 25 x 25 de tal 
modo que suas posições são simétricas em relação a uma de suas diagonais. Prove que pelo 
menos uma das peças tem que estar sobre a diagonal. 


Solução. Se nenhuma das peças estivesse sobre a diagonal, poderíamos dividir as peças em 
pares colocados simetricamente em relação à diagonal. Portanto, pelo menos uma das peças 
(de fato, um número ímpar delas) tem que estar sobre a diagonal. 

Ao resolver este problema, estudantes têm dificuldade, muitas vezes, de compreender que 
pode não ter apenas uma peça sobre a diagonal, mas qualquer número ímpar delas. Para este 
problema, podemos formular nossa afirmação sobre a divisão em pares da seguinte maneira: 
se formarmos um número de pares em um conjunto contendo um número ímpar de elementos, 
então pelo menos um objeto vai ficar sem par. 


Problema 14. Vamos supor que as posições das peças no Problema 13 são simétricas em 
relação às duas diagonais do tabuleiro. Prove que uma das peças está colocada no centro. 


Problema 15. Em cada célula de uma tabela quadrada 15 x 15 está escrito um dos números 
1,2,3,..., 15. Células simétricas em relação a uma das diagonais principais contém números 
iguais e nenhuma linha ou coluna contém duas cópias do mesmo número. Mostre que todos os 
números nessa diagonal principal são diferentes. 
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Problema 16. É possível trocar uma nota de 25 rublos em dez notas com valores 1, 3 ou 5 
rublos? 

Solução. Não é possível. Esta conclusão baseia-se em uma observação simples: a soma de um 
número par de números ímpares é par. Uma generalização deste fato é a seguinte: a paridade 
de uma soma de diversos números só depende da paridade do número de parcelas ímpares. Se 
existir um número ímpar (respectivamente, par) de parcelas ímpares, então a soma será ímpar 
(respectivamente, par). 


Problema 17. Pedro comprou um caderno com 96 folhas « numerou-as de 1 a 192. Vitor 
arrancou 25 folhas do caderno de Pedro e somou os 50 números que encontrou escritos nas 
folhas. Esta soma poderia ser igual a 1990? 


Problema 18. O produto de 22 números inteiros é igual a 1. Mostre que sua soma não pode 


ser zero. 


Problema 19. É possível formar um “quadrado mágico” com os 36 primeiros números 
primos? 

Aqui um “quadrado mágico” é uma tabela 6 x 6 contendo um número em cada célula de 
modo que as somas dos números ao longo de qualquer linha, coluna ou diagonal são iguais. 


Problema 20. Os números de 1 a 10 estão escritos em uma linha. Pode-se colocar os sinais 
de “+” e de “—” entre eles de modo que o valor da expressão resultante seja 0? 
Note que números negativos também podem ser pares ou ímpares. 


Problema 21. Um gafanhoto pula ao longo de uma linha poligonal. Seu primeiro pulo 
corresponde a uma distância de 1 cm, seu segundo a 2 em, e assim por diante. Cada pulo o 
leva para a direita ou para a esquerda. Mostre que, depois de 1985 pulos, o gafanhoto não pode 
voltar a sua posição inicial. 


Problema 22. Os números 1, 2, 3, ..., 1984, 1985 estão escritos em um quadro negro. 
Decidimos apagar dois desses números do quadro e substituí-los por sua diferença positiva. 
Depois de fazer isto diversas vezes, só restou um número escrito no quadro. Este número pode 
ser 0? 


§4. Problemas variados 


Esta seção contém alguns problemas mais difíceis. Suas soluções usam as ideias de paridade, 


mas precisam, também, de ontras considerações. 
Problema 23. Um tabuleiro de xadrez usual 8 x 8 pode ser coberto por dominós 1 x 2 de 
modo que só permaneçam livres os quadrados al e h8? 


Problema 24. Escolhe-se um número com 17 algarismos e inverte-se a ordem de seus 
algarismos, formando um novo número. Estes dois números são somados. Mostre que sua soma 
contém pelo menos um algarismo par. 


s deles estão de 
cada soldado tenha 


Problema 25. Um destacamento contém 100 soldados e todas as noites tr 
serviço. Pode acontecer que, depois de um determinado período de tempo, 


servido junto com cada outro exatamente uma ve: 
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Problema 26. São escolhidos quarenta e cinco pontos na reta AB, todos eles fora do 
segmento AB. Prove que a soma das distâncias destes pontos ao ponto A é diferente da soma 
das distâncias destes pontos a B. 


Problema 27. São colocados nove números em um círculo: quatro iguais a 1 e cinco iguais 
a 0. Efetua-se a seguinte operação nos números: entre cada par de números adjacentes coloca- 
se um O se os números forem diferentes e um 1 se forem iguais. Depois apaga-se os números 
“velhos”. Depois desta operação ser efetuada diversas vezes, é possível que todos os números 
sejam iguai 


Problema 28. Estão sentados ao redor de uma mesa redonda 25 meninos e 25 meninas. 
Mostre que os dois vizinhos de pelo menos uma das crianças são meninos. 


Problema 29. Um caracol es e movendo em um plano com velocidade constante, fazendo 
um ângulo reto a cada 15 minutos. Mostre que o caracol só pode voltar ao ponto de partida 
depois de um número inteiro de horas. 


Problema 30. Gafanhotos estão brincando de pular carniça ao longo de uma reta. Em cada 
vez, um gafanhoto pode pular sobre um outro gafanhoto, mas não sobre dois outros gafanhotos. 
Os gafanhotos podem voltar às suas posições relativas depois de 1991 pulos? (Veja a Figura 7.) 


FIGURA 7 


Problema 31. De 101 moedas, 50 são falsas e diferem das autênticas em peso por 1 grama, 
Pedro tem uma balança que mostra a diferença em peso entre objetos colocados em cada prato. 
Ele escolhe uma moeda e quer descobrir se ela falsa realizando apenas uma pesagem. Ele pode 
fazer isto? 


Problema 32. E possível arrumar os números de 1 até 9 em uma sequência de modo que 
exista uma quantidade ímpar de números entre 1 e 2, entre 2 e 3, ..., entre 8 e 9? 


CAPÍTULO 2 


Análise combinatória — 1 


Quantas maneiras existem de dirigir de um ponto A até um ponto B? Quantas palavras 
existem na linguagem hermitiana? Quantos números “sortudos” de seis algarismos existem? 
Quantos ...? Essas e muitas outras perguntas semelhantes serão discutidas neste capítulo. 

Começaremos com alguns problemas simple: 


Problema 1. Existem cinco tipos diferentes de xícaras de chá e três tipos diferentes de pires 
na loja “A Festa do Chá”. De quantas maneiras você pode formar um conjunto de xícara com 
pires? 

Solução. Vamos escolher uma xícara primeiro. Então, para completar o conjunto, podemos 
escolher qualquer um dos três pires. Logo temos 3 conjuntos diferentes com a mesma xícara. 
Como existem cinco xícaras diferentes, temos 15 conjuntos diferentes (15 = 5.3). 


Problema 2. A loja “A Festa do Chá” também tem quatro tipos diferentes de colheres de 
chá. Quantos conjuntos diferentes podem ser comprados consistindo em uma xícara, um pires 
e uma colher de chá? 


Solução. Começamos com qualquer um dos 15 conjuntos do problema anterior. Existem quatro 
maneiras diferentes de completá-lo com uma colher de chá. Portanto, o número de todos os 
conjuntos possíveis é 60 (já que 60 = 15:4=5-3.4). 


Podemos resolver o problema a seguir exatamente do mesmo modo. 


Problema 3. No País das Maravilhas existem três cidades A, B e C. Existem seis estradas 
ligando a B e quatro estradas ligando B a C (veja a Figura 8). De quantas maneiras é possível 
dirigir de A a C? 

Resposta. 24 = 6-4. 


FIGURA 8 
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Na solução do Problema 4 vamos usar uma ideia nova. 


Problema 4. Foram construídas uma cidade nova D e diversas estradas novas no País das 
Maravilhas (veja a Figura 9). E agora, de quantas maneiras é possível dirigir de A a C? 


Figura 9 


Solução. Considere dois casos: nosso trajeto passa por B ou por D. Em cada caso é bem fácil 
calcular o número de trajetos possíveis — se o trajeto passar por B, existem 24 maneiras de 
dirigir de A para C; caso contrário, existem 6 maneiras. Para obter a resposta, basta somar 
estes dois números. Assim, existem 30 trajetos possí 

Dividir o problema em diversos casos é uma ideia bastante ú 
resolução do Problema 5. 


Problema 5. Na loja “A Festa do Chá” são vendidos cinco tipos diferentes de xícaras de 
chá, três tipos de pires e quatro tipos de colheres de chá. Quantas compras diferentes de dois 
itens com nomes diferentes podem ser feitas? 


Também vai ajudar na 


Solução. Existem três casos possíveis: uma xícara e um pires, uma xícara e uma colher ou um 
pires e uma colher. Não é difícil calcular o número de possibilidades em cada um destes três 
casos: 15, 20 e 12, respectivamente, Somando, obtemos a resposta: 47. 


Para os professores. O principal objetivo do professor durante a discussão de problemas 
dev r fazer com que os estudantes compreendam quando os números devem ser somados e 
quando eles devem ser multiplicados. É claro que devem ser apresentados muitos problemas 
(alguns podem ser encontrados no final deste capítulo (Problemas 28-32), em [49] ou inventados 
pelo professor). Alguns temas possíveis são compras, mapas de trânsito, arranjo de objetos, 
ete. 
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Problema 6. Vamos chamar um número natural de “todo-ímpar” se todos os seus algarismos 
forem ímpares. Quantos números todo-ímpares de quatro algarismos existem? 


Solução. É claro que existem 5 números todo-fmpares com um algarismo. Podemos colocar um 
algarismo ímpar à direita de qualquer número todo-ímpar com um algarismo de cinco maneiras. 
Assim, temos 5 - 5 = 25 números todo-ímpares com dois algarismos. Analogamente, obtemos 
5:5-5 = 125 números todo-ímpares com três algarismos e 5-5-5-5 = 5º = 625 números 
todo-ímpares com quatro algarismos. 


Para os professores. No último problema a resposta era da forma m". Em geral, uma res- 
posta desta forma resulta de problemas onde podemos colocar um elemento de um conjunto 
contendo m elementos em cada uma de n posições dadas. Em problemas deste tipo, os estu- 
dantes podem ter dificuldade em distinguir os dois números m e n, confundindo a base e o 
expoente, 


Eis quatro problemas semelhantes. 


Problema 7. Jogamos uma moeda tri 
podemos obter! 


. Quantas sequências diferentes de cara e coroa 


Resposta. 2º, 


Problema 8. Cada célula em uma tabela 2 x 2 pode ser colorida branca ou preta. Quantas 
colorações diferentes existem para a tabela? 


Resposta, 2º. 


Problema 9. Quantas maneiras existem de preencher um cartão da Loteria Esportiva? 
Nesta loteria você deve adivinhar os resultados de 13 jogos de futebol, indicando uma vitória 
para um dos dois times, ou um empate. 


Resposta. 3!3, 


Problema 10. O alfabeto hermitiano consiste em apenas três letras: A, Be C. Uma palavra 
nesta linguagem é uma sequência arbitrária tendo, no máximo, quatro letras. Quantas palavras 
existem na linguagem hermitiana? 


Dica. Calcule separadamente o número de palavras com uma, duas, três ou quatro letras. 
Resposta. 3 +3? +3 +3! = 120. 
Vamos continuar com outro conjunto de problemas. 


Problema 11. Um time de futebol com 11 jogadores precisa eleger um capitão e um vice- 
capitão. De quantas maneiras isto pode ser feito? 


Solução. Qualquer um dos 11 jogadores pode ser eleito capitão. Depois disto, qualquer um do: 
10 jogadores restantes pode ser escolhido como vice. Portanto, temos 11:10 = 110 resultados 
possíveis. 


Este problema difere dos anteriores porque a escolha do capitão influencia a escolha do 
já que o capitão não pode ser seu próprio vice. Então as escolhas do capitão e do vice 


vici 


não são independentes (como as escolhas de uma xícara e de um pires eram no Problema 1, por 
exemplo). 
A seguir temos mais quatro problemas desse mesmo tipo. 
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Problema 12. De quantas maneiras podemos costurar uma bandeira com três faixas hori- 
zontais de mesma largura e cores diferentes se tivermos tecidos de seis cores diferentes? Podemos 
distinguir a parte de cima da parte de baixo da bandeira. 


to. Depois disso, 
: de cihna. 


Solução. Existem seis escolhas possíveis para a cor da faixa da parte de bai 
mos só cinco cores para usar na faixa do meio e depois só quatro para a part 


Portanto, temos 6-5 -4 = 120 maneiras diferentes de costurar a bandeira. 


Problema 13. De quantas manciras podemos colocar uma torre branca e outra preta em 
um tabuleiro de xadrez de modo que elas não possam se atacar mutuamente? 


Solução. A torre branca pode ser colocada em qualquer uma das 64 posições no tabuleiro. 
Independente de sua localização, ela ataca exatamente 15 quadrados (incluindo o quadrado 
onde ela está). Então sobram 49 posições para a torre preta. Logo existem 64:49 = 3136 
maneiras possíveis. 
Problema 14. De quantas maneiras possíveis podemos colocar um rei branco e outro preto 
em um tabuleiro de xadrez de modo que eles não possam se atacar mutuamente? 
Solução. O rei branco pode ser colocado em qualquer uma das 64 posições. No entanto, o 
número de quadrados que ele pode atacar depende de sua posição. Temos, então, três casos: 
a) Se o rei branco estiver em um dos quatro cantos, então ele poderá atacar 4 quadrados 
(incluindo o dele). Neste caso sobrarão 60 posições para a colocação do rei preto. 
b) Seo rei branco estiver na borda do tabuleiro, mas não em um canto (existem 24 quadrados 
deste tipo), então ele poderá atacar 6 quadrados © teremos 58 posições para colocar o rei preto. 
c) Se o rei branco não estiver na bordu do tabuleiro (existem 36 quadrados deste tipo), ele 
poderá atacar 9 quadrados e só sobram 55 posições para a colocação do rei preto. 
Finalmente, temos 4:60-+24-58-+-36-55 = 3612 maneiras de colocar os dois reis no tabuleiro. 


* * * 


Vamos agora calcular de quantas maneiras podemos arrumar n objetos em uma fileira. Tais 
arranjos são chamados de permutações e têm um papel importante em análise combinatória e 
em álgebra. Mas, antes disso, precisamos divagar um pouco. 


Se n for um número natural, então n! (lê-se n fatorial ) denota o produto 1.2. 
3:m, Portanto, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24 e 5! = 120. Por conveniência e por consistência, O! é 
definido como sendo 1. 


de 


Observações Metodológicas. An! rabalhar com permutações, é preciso conhecer a 
ão de fatorial e aprender a trabalhar com esta função. Os exercícios a seguir podem ser 


úteis. 

Exercício 1. Simplifique as expressões a) 10! - 11; b) n!- (n + 1). 

Exercício 2. a) Calcule 1001/98!; b) Simplifique n!/(n — 1)!. 

Exercício 3. Prove que, se p for um número primo, então (p — 1)! não pode ser divisível por 


p. 


Vamos voltar para as permul 


Problema 15. Quantos número de três algarismos podem ser e: 
mos 1, 2 e 3 (sem repetição) em alguma ordem? 


critos usando-se os algaris- 
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Solução. Vamos raciocinar do mesmo modo que no Problema 12. O primeiro algarismo pode 


ser qualquer um dos três dados, o segundo pode ser qualquer um dos dois restantes e o terceiro 
tem que ser o que sobrou. Temos, então 3-2-1 =3! números. 


Problema 16. De quantas maneiras podemos arrumar quatro bolas, de cores vermelha, 
preta, azul e verde, em uma fileira? 

Solução. O primeiro lugar na fileira pode ser ocupado por qualquer uma das quatro bolas. O 
segundo pode ser ocupado por qualquer uma das três bolas restantes, e assim por diante. A 
resposta então é (semelhante à resposta do Problema 15): 4-3-2. 1 =4!. 


Analogamente, podemos provar que n objetos diferentes podem ser arrumados em uma 
fileira de n: (n—1)-(n—2)-...:2:1 maneiras dife 


rentes; ou seja, 
o número de permutações de n objetos é n!. 

Por conveniência de notação, vamos introduzir a seguinte convenção. Qualquer sequência 
finita de letras será chamada de “uma palavra” (independente se puder ou não ser encontrada 
em um dicionário). Por exemplo, podemos formar seis palavras usando cada uma das letras A, 
B e C exatamente uma vez: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB e CBA. Nos cinco problema guir 
você vai precisar calcular o número de palavras diferentes que podem ser obtidas rearrumando-se 
as letras de uma palavra dada. 

Problema 17. “VETOR”. 
Solução. Como todas as letras nesta palavra 
Problema 18. “CAMAS”. 


Solução. Esta palavra contém a letra A duas vezes e todas as outras letras são diferentes. 
Vamos pensar, temporariamente, que temos duas letras diferentes Ay e Az. Com esta hipótese, 


T 


ão diferentes, a resposta é 5! palavras. 


temos 5! = 120 palavras diferentes. Entretanto, quaisquer duas palavras que podem ser obtidas 
uma da outra pela transposição das letras Ay e Az são, de fato, idênti sas 120 
s. Isto significa que a resposta é 120/2 = 60, 


palavras se dividem em pares de palavras idêntie 
Problema 19. “CARAVANA”. 


Solução. Pensando nas quatro letras A como se fossem letras diferentes Ay, Az, A3 € Au, 
obtemos 8! palavras diferentes. No entanto, quaisquer palavras que podem ser obtidas de outra 
pela t ição das letras A; são idênticas. Como as letras A; podem ser trocadas de lugar 
entre Í 24 maneiras, as 8! palavras se dividem em grupos of 4! palavras idênticas. Logo, 
a resposta é 81/41. 


Problema 20. “INTIMIDADE”. 


Solução. Temos três letras I e duas letras D nesta palavra. Pensando temporariamente em 


todas elas como sendo diferentes, temos 10! palavras. Lembrando que as letras D são iguais, 
o número de palavras diferentes se reduz a 10!/2!. Lembrando que as letras I são idênticas, 
chegamos à resposta final: 101/(2!:3!). 
Problema 21. “MATEMATICAMENTE”. 
Resposta. 151/(3!:3!:3!:3!). 

Este conjunto de problemas sobre palavras demonstra uma ideia muito interessante e im- 
portante — a ideia de contagem múltipla. Ou seja, em vez de contar o número de objetos 
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ados, pode ser mais fácil contar outros objetos cujo número é algum 
sados. 


nos quais estamos interes 
múltiplo conhecido do número no qual estamos intere: 


Eis mais quatro problemas usando este método. 


Problema 22. Um país tem 20 cidades e cada par de cidades está conectado por uma rota 
aérea. Quantas rotas aéreas existem? 
Solução. Toda rota conecta duas cidades, Escolhemos qualquer uma das 20 cidades (digamos, 
a cidade A) como início de uma rota e temos as 19 cidades restantes para escolher como final 
da rota (digamos, a cidade B). Multiplicando, obtemos 20 - 19 = 380. No entanto, este cálculo 
nta toda rota AB duas vezes: quando a cidade A é escolhida como início da rota e quando B 
olhida como início. Logo o número de rotas é 380/2 = 190. 

Um problema semelhante é discutido no capítulo “Grafos-1”, onde contamos o número de 
arestas em um grafo, 


Problema 23. Quantas diagonais têm um polígono convexo de n lados? 

Solução. Pode-se escolher qualquer wn dos n vért: omo a primeira extremidade de uma 
diagonal e temos n — 3 vértices para escolher como segunda extremidade (qualquer vértice, 
exceto o escolhido e seus dois vizinhos). Contando as diagonais deste modo, contamos todas as 
diagonais exatamente duas vezes. Logo, a resposta é n(n — 3)/2. (Veja a Figura 10.) 


Figura 10 


Problema 24. Um “colar” consiste em um fio circular com diversas contas presas nele, É 
permitido girar o colar, mas não virá-lo de cabeça para baixo. Quantos colares diferentes podem 
ser feitos com 13 contas diferentes? 


Solução. Vamos primeiro supor que não podemos girar o colar. Neste caso é claro que existem 
13! colares diferentes. Entretanto, qualquer arranjo de contas tem que ser considerado idêntico 
aos 12 obtidos por rotação. (Veja a Figura 11.) 
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FIGURA 11 


Resposta. 13!/13 = 12! 


Problema 25. Suponha que agora é permitido virar o colar de cabeça para baixo. Quantos 
colares diferentes podem ser feitos com 13 contas diferentes? 


Solução. Virar o colar de cabeça para baixo divide o número de colares por 2. 


Resposta. 12!/2. 
O problema a seguir ilustra outra ideia combinatória important 


Problema 26. Quantos números com seis algarismos têm pelo menos um algarismo par? 


Solução. Em vez de contar os números que têm pelo menos um alga 
quantos números com s 


smo par, vamos encontrar 
ais algarismos não têm esta propriedade, Como esses são exatamente 
os números que têm todos os algarismos ímpares, existem 5º = 15.625 deles (veja o Problema 
6). Como existem 900.000 números com seis algarismos ao todo, concluímos que o número de 
números com seis algarismos têm pelo menos um algarismo par é 900.000 — 15.625 = 884.375. 


A ideia principal nesta solução é usar o método dos complementos; ou seja, contar (ou 
considerar) os objetos “não pedidos” em vez dos “pedidos”. Eis outro problema que pode ser 
resolvido usando-se este método, 


Problema 27. Existem seis letras na linguagem hermitiana. Uma palavra é qualquer sequên- 
cia de letras, com algum par delas sendo iguais. Quantas palavras existem na linguagem 
hermitiana? 


Resposta. 6º — 6!. 


Para os professores. Concluindo, gostaríamos de observar que é razoável devotar uma seção 
pecial a qualquer ideia que unifique cada conjunto de problemas neste capítulo (e que tal- 
vez junte, também, outros temas mais distantes da combinatória). Recomendamos também 
a revisão de assuntos cobertos em seções anteriores. Por isso apresentamos aqui uma lista de 
problemas para resolução independente e para casa. Além disso, você pode encontrar problemas 
em [49] ou inventar alguns. 
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Problemas para resolução independente 


Problema 28. los. De 


quantas maneiras pode-se comprar um envelope ¢ um selo? 


m correio vende cinco tipos diferentes de envelopes e 4 tipos de 


Problema 29. De quantas maneiras é possível escolher uma vogal e uma consoante da 
palavra “TOCAIA”? 


Problema 30. Estão 
jetivos. Podemos formar uma frase escolhendo uma palavr 


“ritos em um quadro negro sete substantivos, cinco verbos e dois ad- 
de cada tipo, sem nos importarmos 
a maneira? 


sobre sc a frase faz sentido ou não. Quantas frases podemos formar de: 


Problema 31. Cada um de dois novos colecionadores tem 20 selos e 10 cartões postais 
Dizemos que uma troca é justa se um selo é trocado por um selo e um cartão postal é trocado 
por um cartão postal. Quantas trocas é possível fazer entre esses dois colecionadore 


Problema 32. Quantos números com cinco algarismos têm todos os seus 
)? 

Problema 33. De quantas maneiras podemos enviar 
três mensageiros e cada carta pode ser dada a qualquer um deles 


ugarismos com a 


mesma paridade (todos pares ou todos impar 


s carta 


s urgentes se podemos usar 


Problema 34. De quantas maneiras podemos escolher quatro cartas de naipes diferentes 
valores diferentes em um baralho com 52 cartas? 


e 


Problema 35. Uma prateleira tem cinco livros. De quantas maneiras podemos empilhar 
alguns ou todos esses livros? A pilha pode conter apenas um livro. 


Problema 36. De quantas maneiras podemos posicionar oito torres em um tabuleiro de 


xadrez de modo que não possam se atacar entre si? 


Problema 37. Uma aula de dança tem N meninos e N meninas. De quantas maneiras 
podemos arrumá-los em pares (um menino com uma menina) para uma dança? 


Problema 38. As regras de um torneio de xadrez estipulam que cada participante tem que 
jogar com cada um dos outros exatamente uma vez. Quantas partidas serão jogadas se o torneio 
tem 18 participantes? 


Problema 39. De quantas maneiras é possível colocar a) dois bispos; b) dois cavalos; c) 
duas damas em um tabuleiro de xadrez de modo que eles não se ataquem mutuamente? 


Problema 40. Uma mãe tem duas maçãs, três peras e quatro laranjas. Durante nove dias 
ela dá uma fruta para seu filho no café da manhã. De quantas maneiras isto pode ser feito? 


Problema 41. Um dormitório tem três quartos: um para um único aluno, um para dois 
alunos e um para quatro alunos. De quantas maneiras podemos colocar sete estudantes neste 
dormitório? 

Problema 42. De quantas maneiras podemos colocar um conjunto de peças de xadrez na 
xadrez? O conjunto consiste em um rei, uma dama, duas 
torres idênticas, dois cavalos idênticos e dois bispos idênticc 


primeira linha de um tabuleiro de » 


Problema 43. Quantas “palavras” podem ser escritas usando-se exatamente cinco letras 


A, não mais do que três letras B e nenhuma outra letra 


Problema 44. Quantos número de dez algarismos têm pelo menos dois algarismos iguai 
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Problema 45" Será que os números com sete algarismos diferentes de 1 constituem mais de 
50% de todos os números com sete algarismos? 


Problema 46. Jogamos um dado seis vezes. Entre todos os resultados possíveis, em quantos 
? 


aparece pelo menos um sej 


Problema 47. De quantas maneiras podemos dividir 14 pessoas em sete par 


com nove algarismos têm a soma de seus algarismos par 


Problema 48º Quantos númeri 


CAPÍTULO 3 


Divisibilidade e Resto 


Para os professores. Este assunto pode não ser tão divertido quanto alguns outros, mas 
contém uma grande quantidade de material teórico importante. Tente introduzir brincadeiras 
eus encontros. Mesmo problemas bem rotineiros como fatoração de inteiros podem levar 
»tições. Por exemplo, poderíamos perguntar “Quem pode fatorar este número imenso 
primeiro?” ou “Quem pode encontrar o maior divisor primo deste número primeiro?” Assim, 
os encontros dedicados a este tópico devem ser preparados de maneira mais cuidadosa do que 
outros. Como divisibilidade também faz parte do currículo escolar usual, você pode usar o 
conhecimento adquirido pelos estudantes na escola. 


1. Números primos e compostos 


Os números naturais podem ser primos ou compostos. Um número é dito composto se for 
igual ao produto de dois números naturais menores. Por exemplo, 6 = 2+3. Caso contrário, € 
se o número não for igual a 1, ele é dito primo. O número 1 não é primo nem composto, 

Números primos são 
naturais. Como isto pode ser feito? Vamos considerar o número 420. É claro que ele é 
composto. Ele pode ser representado, por exemplo, como 42 - 10. Mas os números 42 e 10 
também são compostos. De fato, 42 =6:7 e 10=2-5. Como 6 = 2- 3, temos 420 = 42:10 = 
6:7.2.5=2:3.7.2.5=2:2-3:5-7 (veja a Figura 12). Esta é a “decomposição” completa 
entação como produto de números primos). 


vomo “tijolos” com os quais você pode construir todos os números 


de nosso número (sua repr 


Figura 12 


a 
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É claro que podemos fatorar qualquer número natural maior do que 1 da mesma maneira. 
Basta continuar fatorando os números que temos em pares de números menores enquanto pu- 
dermos (e se algum dos fatores não puder ser representado como tal produto, ele será um fator 
primo). 

Mas e se tentarmos fatorar o número 420 de outra maneira? Por exemplo, poderíamos 
começar com 420 = 15-28. Você pode ficar surpreso com o fato de que sempre terminamos com 
a mesma representação (produtos que só diferem na ordem de seus fatores são considerados 
idênticos — em geral arrumamos os fatores em ordem crescente). 

Isso pode parecer evidente, mas não é fácil de demonstrar. Ele é o Teorema Fundamental 
da Aritmética: qualquer número natural diferente de 1 pode ser representado de maneira única 
como um produto de números primos em ordem crescente. 


Para os professore: 
da Aritmética. 

Os alunos deveriam compreender que as propriedades de divisibilidade estão quase que com- 
pletamente determinadas pela representação de um número natural como produto de números 
primos. Os exercícios a seguir ajudarão, 


A maior parte desta seção está relacionada ao Teorema Fundamental 


1. O número 2° .3 é divisível por 2? 
Resposta. Sim, já que 2 é um dos fatores na decomposição do número dado. 
1 posiçi 
2. O número 2? 3 é divisível por 5? 
Resposta. Não, já que a decomposição deste número não contém o número primo 5. 
Já q Pi 
3. O número 2? -3 é divisível por 8? 
Resposta. Sim, já que 8 = 2? e existem nove fatores iguais a 2 na decomposição do número 
J g posiç: 
dado. 
4. O número 2º -3 é divi 


Resposta. Não, já que 9 = 3:3 e só existe um 3 na decomposição do número dado (veja a 
Figura 13). 


el por 9? 


FIGURA 13 
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5. O número 2? 3 é divisível por 6? 


Resposta. Sim, já que 6 = 2 - 3 e a decomposição do número dado contém ambos os números 
primos 2 e 3 (veja a Figura 14). 


Figura 14 


6. É verdade que, se um número natural for divisível por 4 e por 3, então ele tem que ser 
divisível por 4:3 = 12? 

Resposta. Sim. De fato, a decomposição de um número natural que é divisível por 4 tem 
que conter pelo menos dois fatores iguais a 2. Como o número também é divisível por 3, a 


decomposição contém pelo menos um fator 3. Portanto, nosso número tem que ser divisível por 
3.2:2=12, 


7. É verdade que, se um número natural for divisível por 4 e por 6, então ele tem que ser 
divisível por 4:6 = 24? 

Resposta. Não. Por exemplo, o número 12 pode servir como um contraexemplo. A razão é 
que, se um número for divisível por 4, então sua decomposição tem que conter pelo menos dois 
fatores iguais a 2; se o mesmo número for divisível por 6, isto significa que sua decomposição 
contém 2 e 3. Portanto, podemos ter certeza que sua decomposição tem dois fatores iguais 
a 2 (mas não necessariamente três!) e um igual a 3, de modo que só podemos garantir a 
divisibilidade por 12. 


8. O número A não é divisível por 3. É possível que o número 2A seja divi 


Resposta. Não, pois 3 não aparece na decomposi 
decomposição de 2A. 


sível por 3? 
ão de A e, portanto, não pode aparecer na 


9. O número A é par. É verdade que 3A tem que ser divisível por 6? 
Resposta. Sim, já que ambos 2 e 3 aparecem na decomposição do número 3A. 


10. O número 5A é divisível por 3. É verdade que A tem que ser divisível por 3? 
Resposta. Sim, pois a decomposição de 5A contém 3, mas a decomposição de 5 não. 


11. O número 15A é divisível por 6. É verdade que A tem que ser divisível por 6? 
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Resposta. Não. Por exemplo, A poderia ser igual a 2. A razão é que o número 3, que é um 
dos fatores primos do número 6, também pertence à decomposição do número 15. Então s 
podemos garantir que A é par. 


DEFINIÇÃO IMPORTANTE 


Dois números naturais são ditos relativamente primos ou primos entre si se eles não têm 
divisores comuns maiores do que 1. 


Por exemplo, é claro que dois números primos diferentes são relativamente primos. Além 
disso, o número 1 é relativamente primo a todos os outros números naturais. 

Usando um argumento semelhante ao utilizado nos Exercícios 6 e 10, podemos provar o 
dois fatos a seguir. 

a) Se algum número natural for divisível por dois números relativamente primos 
p e q, então ele será divisível pelo produto pq. 

b) Se o número pA for divisível por q, onde p e q são primos entre si, então À 
também será divisível por q. 


Para os professores. Os estudantes deveriam discutir e resolver alguns exemplos. Problemas 
usando números relativamente primos podem ser encontrados no final desta seção. 


MAIS DUAS DEFINIÇÕES IMPORTANTES 


O Máximo Divisor Comum (M.D.C. ou mde(x,y)) de dois números naturais é... o que 
você acha?. ..o maior número natural que divide ambos os números. 

2. O Mínimo Múltiplo Comum (M.M.C. ou mme(x, y)) de dois números naturais 
de novo... o menor número natural divisível por ambos os números. 


Por exemplo, mde(18, 24) = 6, mme(18,24) = 72. 
Com essas definições, vamos enunciar mais alguns exercícios. 
12. Dados os números A = 2? -310 . 5 . 7? e B = 25 -3 . 11, encontre o mde(A, B). 
Resposta. mdc(A,B) = 24 = 22.3. Esta é a parte comum (“interseção”) das decomposições 
dos números. 
13. Dados « 


Resposta. minc(A,B) 
“união” das decomposii 


+.» tente 


A=28.53.7eB=25.3.57, encontre o mme(A, B). 
420.000.000 = 28 .3.57.7. Como você pode ver, o resultado é a 
es dos númer 


númer 


Para os professores. Você deve considerar o material desta seção como um esboço de um 
cenário para um encontro. Como professor, você vai querer criar uma versão mais elaborada. 
Em alguns lugares, você vai dar, provavelmente, uma série de exercícios muito semelhantes um 
após o outro, tentando, ao mesmo tempo, variar um pouco. Encoraje os estudantes a fazerem 
suas próprias conjecturas em relação aos problemas e teoremas discutidos. 

Entretanto, os alunos poderão aproveitar melhor se forem dados problemas usando e: 
ideias em encontros subsequentes. 

Fornecemos aqui uma lista de tais problemas. Métodos e ideias introduzidos nesta seção 
serão usados na solução de problemas em outras seções deste capítulo, assim com em outros 
capítulos deste livro. 


sas 
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Problema 1. Dados dois números primos diferentes p e q, encontre o número de divisores 
diferentes do número a) pq; b) p?q; c) p?q?; d) p"q". 


Problema 2. Prove que o produto de três números naturais consecutivos quais 
por 6. 


squer é divisível 


Dica. Existe pelo menos um número par e pelo menos um número divisível por 3 entre três 
números consecutivos quaisquer. 

Solução. Qualquer número divisível por 2 e por 3 é divisível por 6, de modo que o resultado 
segue segue diretamente da dica, 

Problema 3. Prove que o produto de cinco números naturais consecutivos quaisquer é a) 
divisível por 30; b) divisível por 120. 


Problema 4. Dado um número primo p, encontre quantos números naturais são a) menores 
do que p e relativamente primos a p; b) menores do que p? e relativamente primos a p. 


Problema 5. Encontre o menor número natural n tal que n! é divisível por 990. 


Problema 6. Quantos zeros 


existem no final da representação decimal do número 100! ? 


Problema 7. Para algum número n, o número n! pode ter exatamente cinco zeros no final 
de sua representação decimal? 


Problema 8. Prove que todo número com um número ímpar de divisores é um quadrado 
perfeito. 


Problema 9. Tom multiplicou dois números de dois algarismos no quadro negro. Depois 
substituiu os algarismos por letras (algarismos diferentes foram substituídos por letras diferentes 
c algarismos iguais foram substituídos pela mesma letra). Ele obteve AB - CD = EEFF. Prove 
que ele errou em algum lugar, 


Problema 10. Um número escrito com cem algarismos iguais a 0, cem iguais a 1 e cem 
iguais a 2 pode ser um quadrado perfeito? 


Dica. Este número vai ser divisível por 3, mas não por 9. 


Solução. A soma dos algarismos de qualquer número como o descrito no problema é 100(0 + 
1+2) = 300, que é divisível por 3 mas não por 9. Isto tem que ser válido para o número no 
problema, independente da ordem na qual os algarismos aparecem. 


Para os professores. Você deve chamar a atenção dos estudantes para a ideia utilizada na 
solução do último problema. Isto poderia ser feito, por exemplo, perguntando o que aconteceria 
se o número descrito tivesse duzentos algarismos iguais a 0, duzentos iguais a 1 e duzentos iguais 
a 2. E se tivesse trezentos de cada? 


Problema 11º Os números a e b satisfazem a equação 56a = 65b. Prove que a + b é um 
número composto. 


Problema 12. Encontre todas as soluções de números naturais das equações a) x?—y? = 31; 
b) x? — y? = 303. 
Dica. x? — y? = (x — y)(x +y). 


Problema 13. Encontre as raízes inteiras da equação x? +x? +x — 3 = 0. 


26 3. DIVISIBILIDADE E RESTO 


Dica. Some 3 aos dois lados da equação, depois fatore a expressão à esquerda do sinal de 
igualdade. 


Problema 14. Prove que, dados dois número naturais a e b, eles satisfazem a equação 
mde(a, b)mme(a,b) = ab. 


82. Restos 


Suponha que você está em um país onde existem moedas de diversos valores em circulação 
e que você quer comprar um chiclete que custa 3 centavos em uma máquina. Você tem uma 
moeda de 15 centavos em seu bolso, mas não tem moedas de 3 centavos. que é o que você precisa 
para comprar o chiclete. Felizmente, você vê uma máquina de troco que fornece moedas de 3 
centavos. É claro que você obtém cinco moedas de 3 centavos em troca da sua moeda de 15 
centavos. Mas e se você tivesse uma moeda de 20 centavos? Então, é claro, obteria seis moedas 
de 3 centavos e dois centavos de troco, Temos 20 = 6:3+2 (veja a Figura 15). Esta é uma 
representação da operação de divisão de 20 por 3 com resto. 

Como funciona nossa máquina de troco? Ela fornece moedas de 3 centavos até que o resto 
seja menor do que 3. Depois ela fornece moedas para este resto, que pode ser igual a 0, 1 ou 2. 
É claro que o resto vai ser zero se e somente se o número original (o valor da moeda colocada 
na máquina) for divisível por 3. 


Analogamente, podemos imaginar uma máquina que fornece moedas de m centavos e o 
troco varia de 0a m — 1 centavos. Esta máquina representaria a operação de divisão por m 
com resto. 

Agora vamos dar uma definição mais precisa: 

Dividir um múmero natural N pelo número natural m com um resto significa representar N 
como N = km + r, onde 0 < r < m. Chamamos o número r de resto da divisão de N por m. 

Agora vamos discutir o seguinte problema: uma pessoa coloca vinte e duas moedas de 50 
centavos e quarenta e quatro moedas de 10 centavos na máquina de troco. Qual vai ser o troco 
depois da pessoa receber as moedas de 3 centavos? 

Isso é fácil. Basta encontrar o resto da divisão de x = 22.50 +44.10 por 3. O fascinante 
é que não precisamos calcular a soma dos produtos. Suponha que substituímos cada um dos 
números com o resto obtido pela divisão por 3. Então o número x fica 1.2 +21. Isto é igual 
a 4, que tem resto 1 ao ser dividido por 3. Afirmamos que o resto da expressão original (isto é, 
do número x) também é igual a 1. A razão é que o lema a seguir é sempre verdadeiro: 


Lema sobre Restos. O resto da divisão por 3 danm 
da soma 


do produto 


de dois números naturais quaisquer 


é igual ao resto da divisão por 3 de seus respectivos restos. 


Observações Metodológicas. Uma demonstração formal deste fato não é muito difícil, em- 
bora possa parecer bastante técnica para iniciantes. 
Vamos provar, por exemplo, a segunda proposição. Sejam 


Ni =k 3+m, 
N2 =k2:3 +72. 
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© 
es 


FIGURA 15 


Então 


NIN? = (ki 3 + ri )(kz -3 +12) 
= kikz 3? + kitz +3 + kom Biro 
= 3(3kı k2 + kitz + kar) + mira. 


Assim, ao trocar NıN2 centavos, a máquina vai dar 3kıkz + kirz + kar moedas de 3 
centavos e ainda vai ter rirz centavos de troco. Portanto, o troco depois de colocar Ni Nz 
centavos na máquina é igual ao troco para rtz centavos. 

É claro que no Lema sobre Restos o número 3 pode ser substituído por qualquer outro 
número natural: a mesma demonstração vai funcionar. 
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Para os professores. Gencralizações do Lema sobre Restos serão usadas ao longo desta seção. 
Seus estudantes precisam aprender a aplicar essas ideias ao calcular restos. Recomendamos a re- 
solução de diversos problemas semelhantes ao Problema 15, chamando a atenção dos estudantes 
para a utilização desses resultados. 

Não achamos que seja absolutamente necessária uma discussão da demonstração do Lema 
sobre Restos nos encontros. 


Problema 15. Encontre o resto da divisão de 
a) 1989: 1990: 1991 + 19923 por 7; 
b) 910 por 8. 


A solução do próximo problema inclui uma ideia muito importante, 


ja o número natural n. 


Problema 16. Prove que n? + 2n é divisível por 3 qualquer que s 


Solução. O resto da divisão de n por 3 pode ser 0, 1 ou 2. Vamos considerar três casos. 
Se o resto for 0, então ambos n? e 2n são divisíveis por 3 e, portanto, n? + 2n é divisível 
por 3. 
Se o resto for 1, então nº tem resto 1, 2n tem resto 2 e 142 é divisível por 3. 
Se o resto for 2, então n? tem resto 1, n? tem resto 2, 2n tem resto 1 e 2+1 é di 


isível por 


Esta análise de todos os casos possíveis completa a demonstração. 


Para os professores. O momento chave na solução acima foi n ideia de uma análise de casos, 
nsada para examinar todos os restos possíveis da divisão por algum número natural. Este 
método merece destaque. Os estudantes devem compreender que tal análise fornece, de fato, 
uma demonstração completa e rigorosa. 

Uma análise de casos também pode ser usada em muitas outras áreas, além da aritmética. 
Seria ótimo se os estudantes aprendessem a determinar quando uma análise de casos pode 
ajudar na resolução de um problema. 

Esperamos que os problemas a seguir ajudem a atingir este objetivo. 


Problema 17. Prove que nº + 4n é divisível por 5 qualquer que seja o inteiro n. 


Problema 18. Prove que n? + 1 não é divisível por 3 qualquer que seja o inteiro n. 
Problema 19. Prove que nº +2 não é divisível por 9 qualquer que seja o inteiro n. 
Problema 20. Prove que n? — n é divisível por 24 qualquer que seja o inteiro ímpar n. 
Dica. Prove que o número dado é um múltiplo tanto de 3 quanto de 8. 


Problema 21. a) Prove que p? — 1 é divisível por 24 se p for um número primo maior do 
que 3. 
b) Prove que p? - q? é divisível por 24 se p e q forein números primos maiores do que 


; à z a 2 
Problema 22. Os números naturais x, y e z satisfazem a equação x? + y? =22, Prove que 
pelo menos um deles é divisível por 3. 


Problema 23. Dados dois números naturais a e b tais que a? + b? é divisível por 21, prove 
que a mesma soma de quadrados também é divisível por 441. 

Problema 24. Dados três números naturais a, b e c tais que a + b + c é divisível por 6, 
prove que a? + b? +c? também é divisível por 6. 
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Problema 25. Três números primos p, q e r, todos maiores do que 3, formam uma progressão 
aritmética: p=p,q=p+der=p+2d. Prove que d é divisível por 6. 


Problema 26. Prove que, se subtrairmos 7 da soma dos quadrados de três números naturais 
quaisquer, então o resultado não pode ser divisível por 8. 


Problema 27. A soma dos quadrados de três números naturais é divisível por 
podemos escolher dois desses números 


. Prove que 
de modo que sua diferença seja divisível por 9. 


Dica. Se dois números tiverem o mesmo resto ao serem divididos por 9, então sua diferença é 
divisível por 9. 


Vamos continuar com outro conjunto de problema 


Problema 28. Encontre o último algarismo do número 19891?8?, 


Solução. Para começar, note que o último algarismo do número 1989!º8? é igual ao último 
91987, Vamos escr 


algarismo do número 

9: 9,1,9,1,9, 0». 
Para calcular o último algarismo de uma potência de 9, basta multiplicar por 9 o último 

algarismo da potência anterior de 9. Então é claro que o algarismo 9 é sempre seguido pelo 

algarismo 1 (9-9 = 81), que, por sua vez, é sempre seguido por 9 (1.9 =9). 

m, as potências ímpares de 9 sempre têm seu último algarismo igual a 9. Portanto, o 


ver os últimos algarismos das primeiras potências de 


A 


último algarismo de 1989"º8? também é 9. 


Problema 29. Encontre o último algarismo do número 250, 
Solução. Vamos escrever os últimos algarismos das primeiras potências de dois: 2, 4, 8,6, 
2, a... Vemos que 2º termina com 2, assim como 2°. Como o último algarismo de qualquer 


potência é determinado pelo último algarismo da potência anterior de 2, temos um ciclo: 2$ 
termina com 4 (como 22), 27 termina com 8 (como 23), 28 termina com 6, 2° termina com 2, 
cte. Como o comprimento do ciclo é 4, o último algarismo do número 25° pode ser encontrado 
usando-se o resto da divisão de 50 por 4. O resto é 2 e o último algarismo de 25° é igual ao 
último algarismo de 22, que é 4. 


Problema 30. Qual é o último algarismo de 777777? 


Problema 31. Encontre o resto da divisão de 210° por 


Dica. Escreva os restos das divi: 
ciclo. 


des de diversas potências de 2 por 3. Prove que formam um 


Problema 32. Encontre o resto da divisão do número 3!º8? por 7. 


Problema 33. Prove que 22225555 + 55552222 é divisível por 7. 
Dica. Mostre que o resto da divisão do número dado por 7 é zero. 


Problema 34. Encontre o último algarismo do número 77”, 


Nos Problemas 16-27 usamos a ideia de análise de casos, analisando todos os possíve 
restos da divisão por algum número natural n. Além disso, este número n podia ser facilmente 
reconhecido pelo enunciado do problema. No próximo conjunto de problemas, “chutar” o número 
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n não vai ser tão fácil. A “arte do chute” requer determinadas habilidades e, embora existam 
alguns modelos de truques, pode ser bem difícil. 


Para os professores. Como exercícios para manter as habilidades mencionadas, sugerimos a 
composição de tabelas de multiplicação para restos das divisões pelos números “usados com 
maior frequência” — 2,3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 11, 13 e assim por diante. Você também pode tentar 
encontrar todos os restos possíveis da divisão de quadrados e cubos perfeitos por esses números. 


Problema 35. a) Dado que p, p + 10 e p + 14 são números primos, encontre p. 
b) Dado que p, 2p + 1 e 4p + 1 são números primos, encontre p. 


Dica. Encontre os restos das divisões por 3. 


Problema 36. Dado o par de números primos p e 8p? + 1, encontre p. 


Problema 37. Dado o par de números primos p e p? + 2, prove que p? +2 também é um 
número primo, 


Problema 38. Prove que não existem números naturais a e b tais que a? — 3b? = 8. 


Problema 39. a) A soma de dois quadrados perfeitos pode ser outro quadrado perfeito? 
b) A soma dos quadrados de três números naturais ímpares pode ser um quadrado perfeito? 


Problema 40. Prove que a soma dos quadrados de cinco números naturais consecutivos não 
pode ser um quadrado perfeito. 


Problema 41. Dado que p, 4p? + 1 e 6p? + 1 são números primos, encontre p. 


Observações Metodológicas. Frequentemente, problemas aritméticos sobre quadrados (como 
os Problemas 36-40) podem ser resolvidos usando-se os restos da divisão por 3 ou por 4. O que 
ocorre é que quadrados perfeitos, ao serem divididos por 3 ou 4, sempre têm restos iguais a 0 
ou 1. 


Problema 42. Prove que o número 100...00500...001 (100 zeros em cada grupo) não é 
um cubo perfeito. 


Problema 43. Prove que a?+b? +4 não é um cubo perfeito quaisquer que sejam os números 
naturais a e b. 


Problema 44º Prove que o número 6n? + 3 não pode ser a sexta potência de um inteiro 
1 
qualquer que seja o número natural n. 


Observações Metodológicas. Ao tratar de problemas sobre cubos de inteiros (como os Pro- 
blemas 42-44), muitas vezes é útil analisar os restos das divisões por 7 ou por 9. Em qualquer 
desses dois casos, só existem três restos possíveis: {0, 1,6) e (0, 1,8), respectivamente. 


Problema 45º Dados três números naturais x, y e z tais que x? + y? = z2, prove que xy é 
divisível por 12. 


Para os professores. O material explicado nesta seção pode ser usado em pelo menos dois 
encontros. O primeiro desses encontros deve tratar do cálculo de restos. O segundo pode ser 
gasto na discussão da utilização da análise de casos nas soluções de dive: problemas. 
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§3. Mais alguns problemas 


Esta seção contém diversos problemas de divisibilidade que não têm em comum nem enun- 
ciado nem método de solução. Entretanto, usaremos ideias e métodos de seções anteriore: 


Problema 46. a) Sabendo que a + 1 é divisível por 3, prove que 4+7a também é divisível 
por 3. 

b) Sabendo que 2+ a e 35— b são divisíveis por 11, prove que a +b também é divisível por 
nm. 


Problema 47. Encontre o último algarismo do número 12 + 2? +... + 992. 


Problema 48. Sete números naturais têm a propriedade de que a soma de quaisquer seis 
deles é divisível por 5. Prove que cada um deles é divisível por 5. 


Problema 49. Qualquer que seja n > 1, prove que a soma de n números naturais ímpares 
consecutivos é um número composto. 


Problema 50. Encontre o menor número natural que tem resto 1 quando dividido por 2, 
resto 2 quando dividido por 3, resto 3 quando dividido por 4, resto 4 quando dividido por 5 e 
resto 5 quando dividido por 6. 

Problema 51. Prove que, se (n — 1)! + 1 for divisível por n, então n é um número primo. 


Vamos discutir com mais detalhes os dois problemas a seguir: 


Problema 51. Prove que existe um número natural n tal que os números n +1, n+2,..., 
n + 1989 são todos compostos, 


Solução. Tentaremos explicar como podemos chegar a uma solução. O número n + 1 tem que 
ser composto. Vamos tentar manter as coisas simples e fazer este número divisível por 2. Então 
o número n + 2 também tem que ser composto, mas não pode ser um múltiplo de 2. Vamos 
tentar novamente manter as coisas simples e fazer este número divisível por 3. Procedendo 
assim, podemos tentar encontrar um número n tal que n + 1 é divisível por 2, n + 2 é divisível 
por 3, n + 3 é divisível por 4, etc. Isto é equivalente a dizer que n — 1 é divisível por 2, 3, 4, 
...e 1990. Tal número é fácil de encontrar; por exemplo, 1990! serve. Finalmente, podemos 
escolher 1990! + 1 como o número que estamos procurando. 


Problema 52º Prove que existe uma infinidade de números primos. 


Solução. Suponha que existem apenas n números primos e denote-os por pi, 
Então o número pip2 ... pn + 1 não é divisível por nenhum dos números primos pi, P2, 
Pn. Portanto, este número natural não pode ser representado como um produto de prim 
que é absurdo. Esta contradição completa a demonstração. 


Para os professores. Os problemas desta seção não devem ser resolvidos em um único encon- 
tro. Eles devem ser dados ao longo de todo um ano, ou usados para olimpíadas, diversos tipos 
de competições, etc. 


32 3. DIVISIBILIDADE E RESTO 


§4. O algoritmo de Euclides 


Na primeira seção, discutimos o conceito de Máximo Divisor Comum de dois números 
s dos dois 


naturais e mostramos como calcular o M.D.C.: você precisa escrever as decompi 
números como produtos de primos « depois pegar as partes comuns. 

Para números grandes, no entanto, este procedimento é praticamente impossível de fazer 
manualmente (tente fazer isso, por exemplo, com os números 1.381.955 e 690.713). Felizmente. 
existe outra maneira, menos trabalhosa, de calcular o M.D.C., chamado de algoritmo de Eucli- 
des. 


Este algoritmo bas se no seguinte argumento simples: qualquer divisor comum de dois 
números a e b (a > b) também divide o número a — b; além disso, qualquer divisor comum de 
bea-b também divide o número a. Logo, mde(a, b) = mde(b,a — b). De certa forma i 
explica o algoritmo de Euclides. 

Vamos mostrar como ele funci 

mde(451,287) = mde(287, 164) 
= mde(164, 123) 
= mde(123,41) 
= mde(82,41) 
= mde(4,41) 
=41, 


pna com os números 451 e 287; 


Note que o algoritmo de Euclides pode ser simplificado: em vez de mudar a para a — b, 
mude para o resto da divisão de a por b. Podemos demonstrar esta versão “melhorada” do 


mencionado no início desta seção: 


algoritmo usando o par de núme 


mde(1.381.955, 690.713) = mdc(690.713,529) 
= mde(529, 368) 
= mde(368, 161) 
= mde(161,46) 
= mde(46, 23) 
= mde(23,0) 
=23, 


Como você pode ver, este método nos dá o resultado mais rapidamente, 


Problema 53. Encontre o M.D.C. dos números 2n +13 en + 7. 
Solução. Temos mde(2n + 13,n +7) = mde(n +7,n +6) = mde(n + 6,1) 
Problema 54. Prove que a fração JL não pode ser simplificada, qualquer que seja o 
número natural n. 


Problema 55. Encontre mdc(2!0 — 1,2120 — 


«111,11 
sa 1 ea do segundo número tem s 


11), onde a representação decimal do pri- 
enta. 


Problema 56. Encontre mde(111. 
meiro número tem cem algarismos igua 
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Para os professores. Não importa o quão simples pode parecer o algoritmo de Euclides, ele é 
um fato aritmético importante (que pode ser usado, por exemplo, para demonstrar o Teorema 
Fundamental da Aritmética). Por isso, achamos uma boa ideia dedicar uma sessão completa 
a este método notável (junto com uma discussão de M.D.C., M.M.C. e de suas propriedades). 
Para mais detalhes, veja [53]. 
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CAPÍTULO 4 
O Princípio das Casas de Pombo 


§1. Introdução 


Estudantes que nunca ouviram falar do Princípio das Casas de Pombo podem pensar que 
isso é uma piada: 

Se você precisar colocar N + 1 pombos ou mais em N casas, então alguma casa de pombo 
vai ter que conter dois ou mais pombos. 


Note a imprecisão da proposição “alguma casa de pombo vai ter que conter dois ou mais... ti 
Esta é, de fato, uma característica específica do Princípio das Casas de Pombo que nos permite, 
algumas vezes, chegar a conclusões um tanto inesperadas, mesmo quando parece que não temos 
informação suficiente. (Veja a Figura 16.) 


FIGURA 16 


A demonstração deste princípio é bem simples e só usa uma contagem trivial dos pombos em 
suas casas. Suponha que não tem mais de um pombo em cada casa. Então não teríamos mais 
de N pombos ao todo, o que é uma contradição já que, por hipótese, temos N + 1 pombos. Isto 
prova o Princípio das Casas de Pombo, usando — e precisamos estar cientes disso — o método 
de demonstração por absurdo. 

Mas, você poderia perguntar, o que o problema a seguir tem a ver com pombos? 


Problema 1. Um saco contém contas de duas cores: branca e preta. Qual o menor número 
de contas que precisam ser retiradas do saco, sem olhar, de modo que possamos garantir que 
duas das contas retiradas sejam da mesma cor? 


O problema a seguir também não parece ter nada a ver com pombos e casas de pombos: 


Problema 2. Uma floresta tem um milhão de pinheiros. Sabe-se que nenhum pinheiro tem 
mais de 600.000 espinhos. Mostre que pelo menos dois dos pinheiros na floresta têm que ter o 
mesmo número de espinhos. 
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Solução do Problema 1. Podemos retirar três contas do saco. Se não tivesse mais de uma conta 
diz o fato de que retiramos três 


> cada cor, só poderiam ter duas contas. Isto é óbvio e contra 
contas. Por outro lado, é claro que não basta escolhermos duas contas. Aqui as contas fazem o 
(preto e branco) fazem o papel das casas de pombos. 


papel dos pombos e as cor: 
Solução do Problema 2. Temos um milhão de “pombos” — os pinheiros — e, infelizmente, 
600.001 casas de pombos, numeradas de O a 600.000. Colocamos cada “pombo” (pinheiro) na 
casa de pombo numerada de acordo com o número de espinhos na árvore. Como existem mais 
“pombos” do que casas, pelo menos dois “pombos” (pinheiros) têm que estar na mesma casa: 
caso contrário, não poderia haver mais de 600001 “pombos”. Mas, se dois “pombos” estão na 
mesma casa, isto significa que eles têm o mesmo número de espinhos. 


Note que os enunciados desses problemas têm a mesma imprecisão contida no próprio 
Princípio das Casas de Pombo. É exatamente este tipo de problema que pode ser resolvido, 
muitas vezes, usando o Princípio das Casas de Pombo. 


Para os professores. Os estudantes muitas vezes encontram dificuldade ao trabalhar com essa 
imprecisão. Eles dever əlver primeiro alguns exercícios simples, como os Problemas 1 e 
2. Algumas vezes eles nem irão se lembrar do que precisam provar. Pode ser necessário explicar 
a diferença entr 

Ao discutir e primeiros problemas, é importante enfatizar as ideias comuns — tipica- 
mente, elas não são óbvias para os estudantes - - sem invocar conscientemente nenhum princípio 


uma compreensão intuitiva e uma demonstração de fato. 


geral. Isto pode ser seguido de uma série de problemas que copiam, conscientemente, os argu- 
mentos que acabaram de ser dados pelo professor (Problemas 3-7). Finalmente, podemos falar 
diretamente com o estudantes sobre o Princípio das Casas de Pombo e enfatizar que foi, de 
fato, a ideia básica na solução dos problemas anteriores, Daí em diante, ao analisar problemas, 
podemos dar algumas soluções com detalhes, sem nem mencionar as palavras “Princípio das 
Casas de Pombo”, para que os estudantes repensem a situação. 


Problema 3. Dados doze inteiros, mostre que é possível escolher dois deles de modo que 
sua diferença seja divisível por 11. 


Problema 4. A cidade de Leningrado tem cinco milhões de habitantes. Sabendo que 
nenhuma pessoa tem mais de um milhão de cabelos em sua sabeça, mostre que pelo menos dois 
dos habitantes têm que ter o mesmo número de cabelos em suas cabeças. 


Problema 5. Vinte e cinco engradados de maçãs foram entregues em uma loja. As maçãs 
são de três tipos diferentes, mas todas as maçãs em cada engradado são do mesmo tipo. Mostre 
que pelo menos nove dos engradados contêm o mesmo tipo de maçãs. 


$2. Pombos mais gerais 


Se você leu os problemas acima cuidadosamente e tentou resolver o Problema 5 da mesma 
maneira que os dois primeiros, você pode não ter conseguido. O Princípio das Casas de Pombo, 
afinal de contas, só vai lhe dizer que dois dos engradados terão o mesmo tipo de maçãs. Para 
resolver este problema, podemos usar o “Princípio Geral das Casas de Pombo”: 

Se precisarmos colocar Nk + 1 ou mais pombos em N casas, então alguma casa terá que 
conter pelo menos k + 1 pombos. 
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No caso k = 1, o Princípio Geral das Casas de Pombo se reduz ao Princípio das Casas 
de Pombo usual. Deixamos como exercício a demonstração do Princípio Geral das Casas de 
Pombo. 


Solução do Problema 5. Estamos colocando 25 “pombos” (engradados) em 3 “casas de pombo” 
(tipos de maçãs). Como 25 = 3-8+1, podemos usar o Princípio Geral das Casas de Pombo para 
N=3,k=8. Obtemos que alguma “casa de pombo” tem que conter pelo menos 9 engradados. 

Ao analisar esta solução, é instrutivo refazê-la sem usar qualquer forma de Princípio das 
Casas de Pombo, usando apenas um argumento trivial de contagem (do tipo usado na demons- 
tração do Princípio das Casas de Pombo). 

A maioria dos problemas a seguir pode ser resolvida com o Princípio Geral das Casas de 
Pombo. 


Problema 6. Um país tem M times de futebol, cada um deles com 11 jogadores. Todos 
os jogadores estão reunidos em um aeroporto, em “lista de espera” para viajar para outro país 
para um jogo importante. Existem 10 vôos para onde eles querem ir e cada vôo tem lugar para 
exatamente M jogadores. Um jogador prefere ir com seu próprio helicóptero ao jogo, em vez 
de ficar esperando lugar em um avião. Mostre que é garantido que pelo menos um time inteiro 
vai conseguir lugar para ir a este jogo importante. 


Problema 7. Dados 8 números naturais diferentes, nenhum deles maior do que 15, mostre 
que pelo menos três pares deles têm a mesma diferença positiva (os pares não precisam ser 
disjuntos como conjuntos.) 


Ao resolver o Problema 7, encontramos um obstáculo aparentemente insuperável, Existem 
14 diferenças possíveis entre os 8 números dados (os valores das diferenças sendo de 1 a 14). 
ão as 14 casas de pombo. Mas o que são nossos pombos? Eles têm que ser os pares 


Essas 
formados pelos números dados. Existem 28 pares e podemos colc 
pombo de tal modo que cada casa tem exatamente dois “pombos” (e, portanto, nenhuma c 


-los nas nossas 14 casas de 


a 
pode conter três). Aqui precisamos levar em consideração mais uma coisa. Não podemos colocar 
mais de um “pombo” na casa com número 14, já que o número 14 só pode ser escrito como uma 
diferença de dois números naturais menores do que 15 de uma única maneira: 14 = 15— 1. Isto 
significa que as 13 casas restantes contêm pelo menos 27 pombos e o Princípio Geral das Casas 


de Pombo nos dá o resultado desejado. 
* * * 


Os quatro problemas a seguir podem ser resolvidos usando o Princípio das Casas de Pombo 
(Usual ou Geral), além de outras considerações. 


Problema 8. Mostre que, em qualquer grupo de cinco pessoas, duas delas têm o mesmo 
número de amigos no grupo. 


Problema 9. Dive 
com todos os outros exatamente uma vez. Mostre que, em qualquer instante do torneio, dois 
times terão jogado, até este instante, o mesmo número de jogo 


s times de futebol jogam em um torneio onde cada time tem que jogar 


Problema 10a. Qual o maior número de quadrados em um tabuleiro 8 x 8 que pod 
colorido de verde de modo que, em qualquer arranjo de três quadrados como na Figura 17 (um 
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“triminó”), pelo menos um quadrado não está colorido de verde? (O triminó pode aparecer 
como na figura, ou pode estar girado por algum múltiplo de 90 graus.) 


FIGURA 17 


Problema 10b. Qual o menor número de quadrados em um tabuleiro 8x8 que pode ser colorido 
de verde de modo que, em qualquer triminó como na Figura 17, pelo menos um quadrado esteja 
colorido de verde? 


Dica para o Problema 10a. Divida o tabuleiro em dezesseis quadrados 2 x 2. Esses quadrados 
menores são as casas de poinbo e os quadrados verdes são os pombos. 

Ao resolver alguns dos problemas mais complexos (começando, por exemplo, com o Pro- 
blema 10), ajuda fazer uma separação clara entre os processos de identificar os pombos e suas 
casas, introduzir considerações auxiliares e aplicar o Princípio das Casas de Pombo. Um objetivo 
importante é desenvolver a habilidade de reconhecer, a partir do enunciado de um problema, 
quando podemos aplicar o Princípio das Casas de Pombo a sua solução. 


Problema 11. Dez estudantes resolveram um total de 35 problemas em uma olimpíada de 
matemática. Cada problema foi resolvido por exatamente um estudante. Pelo menos um 
dos estudantes resolveu exatamente um problema, pelo menos um dos estudantes resolveu 
exatamente dois problemas e pelo menos um dos estudantes resolveu exatamente três problemas. 
Prove que pelo menos um estudante resolveu pelo menos cinco problemas. 


83. Pombos em geometria 


Problema 12. Qual o maior número de reis que podem ser colocados em um tabuleiro de 
xadrez de modo que nenhum par deles esteja em cheque? 


Problema 13. Qual o maior número de aranhas que podem dividir amigavelmente a teia na 
Figura 18? Uma aranha só tolera uma aranha vizinha se estiver a uma distância de 1,1 metro 
ou mais ao longo da teia. 


Problema 14. Mostre que um triângulo equilátero não pode ser completamente coberto por 
dois triângulos equiláteros menores. 
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Figura 18 


Problema 15. Cinquenta e um pontos estão espalhados dentro de um quadrado com 1 
metro de lado. Prove que algum conjunto contendo três desses pontos pode ser coberto por um 
quadrado com 20 centímetros de lado. 


Solução. Se dividimos o quadrado em 25 quadrados menores 
Princípio Geral das Casas de Pombo nos garante que um dess 
três dos 51 pontos espalhados. 

O leitor cuidadoso verá um pequeno erro neste argumento. Em toda a nossa discussão, 
supusemos que nossas casas de pombo são disjuntas. Ou seja, nenhum pombo pode estar em 
duas casas diferentes ao mesmo tempo. No entanto, os quadrados correspondentes às “casas de 
pombo” nesta solução têm uma pequena interseção: pontos nos lados dos quadrados pertencem 
a duas casas de pombos. 

Para consertar isso, precisamos escolher, para cada segmento de reta limitando um qua- 
drado, a qual dos quadrados vizinhos pertencem os pontos no segmento. Podemos fazer isso, 
por exemplo, fazendo com que cada quadrado contenha os lados “sul” e “oeste”, mas não os 
lados “norte” e “leste” (com exceção dos pontos na fronteira do quadrado original). Com este 
pequeno ajuste, temos um conjunto de “casas de pombo verdadeiras” e a demonstração segue 
como antes. 


com 20 centímetros de lado, o 
es quadrados inclui pelo menos 


84. Outra generalização 


Note que a demonstração do Princípio das Casas de Pombo baseia-se na soma de desigual- 
dades. Um resultado importante do processo de somar desigualdades, que muitas vezes pode 
ser combinado com o Princípio das Casas de Pombo, pode ser enunciado da seguinte maneira: 

Se a soma de n ou mais números é igual a S, então entre eles tem que existir um ou mais 
números que não são maiores do que S/n e também um ou mais números que não são menores 
do que S/n. 

Como ocorre com a maior parte das variações do Princípio das Casas de Pombo, podemos 
provar isto indiretamente, ou seja, usando uma demonstração por absurdo. Se, por exemplo, 
todos os números fossem maiores do que S/n, então sua soma seria maior do que S, uma 
contradição, já que a soma é igual a S. 
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Problema 16. Cinco jovens trabalhadores receberam como salário 1500 rublos ao todo. 
Cada um deles quer comprar um reprodutor de CDs que custa 320 rublos. Prove que pelo 
menos um deles vai ter que esperar pelo próximo pagamento para fazer sua compra. 

Solução. A soma S dos salários é 1500 rublos, de modo que o princípio acima garante que 
pelo menos um dos trabalhadores não ganhou mais de 1500/5 = 300 rublos. Este vai precisar 
esperar para comprar seu reprodutor de CDs. 


Problema 17. Em um conjunto de 7 pessoas, a soma de suas idades é de 332 anos. Prove 
que podemos escolher três pessoas tais que a soma de suas idades não seja menor do que 142 
anos. 


Solução. Consideramos todas as triplas possíveis de pessoas. Se somarmos as três idades de 
cada grupo, a soma de todos esses números tem que ser 15 - 332 (uma vez que cada pessoa 
aparece 15 vezes em uma tripla). Mas existem ao todo 35 triplas. Isto significa que existe uma 
tripla de pessoas tal que a soma de suas idades não é menor do que 15: 332/35, que é maior do 
que 142. 


Problema 18. Em determinado planeta no sistema solar de Tau Centauro, mais de inetade 
da superfície do planeta é terra seca. Mostre que os habitantes deste planeta podem cavar um 
túnel reto passando pelo centro do planeta, começando e terminando em terra seca (suponha 
que sua tecnologia está suficientemente desenvolvida). 


85. Teoria dos números 


Muitos problemas maravilhosos relacionados a propriedades de divisibilidade de inteiros 
podem ser resolvidos usando-se o Princípio das Casas de Pombo. 


Problema 19. Prove que existem duas potências de dois que diferem por um múltiplo de 
1987. 

Problema 20. Prove que, dados 52 inteiros arbitrários, é sempre possível encontrar dois 
deles tais que a diferença de seus quadrados é divisível por 100. 


Problema 21, Prove que existe um inteiro cuja representação decimal consiste inteiramente 
de algarismos iguais a 1 e que é divisível por 1987. 


Solução do Problema 21. Consideramos os 1988 “pombos” correspondentes aos números 1, 
11, 11,...,111...11 (1988 algarismos iguais a 1) e os arrumamos em 1987 casas de pombo 
numeradas 0, 1, 2,..., 1986. Cada “pombo” (número) é colocado na casa numerada de acordo 
com o resto da divisão dele por 1987. O Princípio das Casas de Pombo nos garante que existem 
dois números com o mesmo resto ao serem divididos por 1987. Suponha que estes números têm, 
respectivamente, m e n algarismos iguais a 1, com m > n. Então sua diferença, que é divisível 
por 1987, é igual a 111 1100...00 (m —n uns e n zeros). Podemos eliminar todos os zeros 
— eles não afetam a divisibilidade por 1987, já que nem 2 nem 5 são fatores de 1987 - - para 
obter um número com todos os algarismos iguais a 1 que é divisível por 1987. 


Problema 22. Prove que existe uma potência de três que termina com os algarismos 001 
(em notação decimal). 


Problema 23. Cada célula em uma tabela 3 x 3 está preenchida com um dos números —1, 
0,1. Prove que, entre as oito somas possíveis ao longo das linhas, colunas c diagonais, duas 
delas têm que ser iguais. 
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Problema 24. em pessoas estão sentadas em volta de uma mesa redonda e mais da metade 
delas são homens. Prove que dois dos homens estão sentados diametralmente opostos um ao 
outro. 


Problema 25. Quinze meninos juntaram 100 nozes. Prove que dois deles juntaram o mesmo 
número de nozes. 


Problema 26. Os algarismos 1, 2, ..., 9 estão divididos em três grupos. Prove que o 
produto dos números em um dos grupos tem que ser maior do que 71. 


Problema 27. Uma tabela 10 x 10 é preenchida com inteiros de modo que dois inteiros 


vizinhos nunca diferem por mais de 5 (dois inteiros são considerados vizinhos se suas células na 
tabela têm uma aresta comum). Prove que dois dos inteiros têm que ser iguais. 


Problema 28. Prove que, entre 
conl 


eis pessoas quaisquer, existem três com cada uma de 
ada uma das quais não conhece as outras duas. 


endo as outras duas, ou três 


Problema 29. Em um reticulado quadrado infinito são escolhidos cinco pontos do reticulado. 
Prove que o ponto médio de um dos segmentos que une dois 
do reticulado, 


desses pontos também é um ponto 


Problema 30. Um armazém contém 200 botas tamanho 41, 200 tamanho 42 e 200 tamanho 
43. Dessas 600 botas, 300 são do pé esquerdo e 300 são do pé direito. Prove que é possível 
encontrar pelo menos 100 pares ntilizáveis. 


Problema 31. O alfabeto de uma certa linguagem contém 22 consoantes e 11 vogais. 
Uma palavra nesta linguagem é qualquer cadeia formada por estas letras que não contém duas 
consoantes juntas e tal que nenhuma letra é usada mais de uma vez. O alfabeto é dividido em 
es grupos formam uma 


6 subconjuntos não vazios. Prove que as letras em pelo menos um des 
palavra na linguagem. 

Problema 32. Prove que podemos escolher um subconjunto de um conjunto de dez inteiros 
dados tal que a soma de seus elementos é divisível por 10. 


Problema 
podemos 


3. Dados 11 números naturais diferentes, nenhum maior do que 20, prove que 
olher dois deles tais que um divide o outro. 


Problema 34. Onze estudantes formaram cinco grupos de estudo. Prove que podemos 
encontrar dois estudantes, digamos A e B, tais que todo grupo de estudo que inclui o estudante 
A também inclui o estudante B. 


Os estudantes devem se lembrar que, mesmo que não consigam resolver algum problema 
imediatamente, é sempre bom voltar mais tarde e tentar algumas ideias novas. Não vá correndo 
ver o capítulo de soluções! E não esqueça que alguns problemas podem ter soluções diferentes, 
que não usam o Princípio das Casas de Pombo. 


CAPÍTULO 5 


Grafos-—1 


Os objetos matemáticos discutidos neste capítulo são extremamente úteis na resolução de 
muitos tipos de problemas que, muitas vezes, não parecem estar relacionados. Grafos também 
são interessantes por si mesmos. Existe uma área da matemática chamada teoria dos grafos 
que trata de seu estudo, Examinaremos diversas ideias elementares desta teoria para mostrar 
como os grafos podem ser usados na resolução de problemas. 


81. O conceito de grafo 


Problema 1. São estabelecidas ligações 
lar. Foguetes viajam ao longo das seguintes rotas: Terra-Mercúrio, Plutão-Vênus, Terra- 
Plutão, Plutão-Mercúrio, Mercúrio-Vênus, Urânio-Netuno, Netuno-Saturno, Saturno-Júpiter, 
Júpiter-Marte e Marte-Urânio. Um viajante pode ir da Terra para Marte? 


as entre os nove planetas do sistema so- 


Solução. Podemos desenhar um diagrama no qual os planetas são representadas por pontos e 
as rotas que os ligam por segmentos de reta que não se intersectam (veja a Figura 19). Agora 
é claro que é impossível viajar da Terra para Marte. 


N 
T Me 
Ur, s 
Ma J 
P y 
FIGURA 19 
Problema 2. A Figura 20 mostra diversos cavalos em um tabuleiro 3 x 3. Eles podem 


se movimentar, de acordo com os movimentos usuais de um cavalo no xadrez, até ficarem na 
posição ilustrada na Figura 21? 


43 
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a la [alta CEE 


A| A) Al à 7/8 |o 


Figura 20 Figura 21 


[GURA 22 


Solução. A resposta é não. Podemos mostrar isso enumerando os quadrados do tabuleiro com 
os números 1, 2,3,...,9, como mostra a Figura 22. Podemos então representar cada quadrado 
por um ponto. Se pudermos ir de um quadrado a outro por movimentos típicos de um cavalo, 
ligaremos os pontos correspondentes com um segmento de reta (veja a Figura 23). As pos 
iniciais e finais dos cavalos estão ilustradas na Figura 24. 

É claro que a ordem em que o 
não é possível mover os cavalos das posiçõe 


avalos aparecem no círculo não pode ser mudada. Portanto, 
na Pigura 20 para as da Pigura 21. 


As soluções desses dois problemas, aparentemente muito diferentes, têm uma ideia central 
em comum: a representação do problema através de um diagrama. Os diagramas resultantes 
em comum: cada um dele te em um conjunto de pontos, alguns dos 


s consis 


também têm algo 
quais ligados por segmentos de reta. 


eu 


Ea 


FIGURA 23 


ou nós do 


Tal diagrama é chamado de grafo. Os pontos são chamados de véri 
grafo e os segmentos de reta são suas arestas. 


Observações Metodológicas. De fato, a definição que demos de um grafo é limitada demais. 
Por exemplo, no Problema 20 deste capítulo é natural desenhar as arestas como arcos, em vez 
de segmentos de reta. No entanto, uma definição precisa seria complicada demais. A descrição 
acima é suficiente para que os estudantes adquiram uma ideia intuitiva do que é um grafo; mai: 
tarde eles podem refinar esta ideia. 
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FIGURA 24 


Eis mais dois problemas que podem ser resolvidos por grafos. 


Problema 3. Um tabuleiro com a forma de uma cruz é obtido de um tabuleiro 4 x 4 
retirando-se as quatro quinas (veja a Figura 25). Um cavalo pode se mover neste tabuleiro de 
modo a passar por todos os quadrados exatamente uma vez e terminar no quadrado de onde 
saiu? 


Figura 25 


Problema 4. Figurativo é um país com nove cidades de nomes 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8,9. Um 
viajante descobre que existe vôo direto de uma cidade a outra se e somente se o número de dois 
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algarismos formados pelos nomes das cidades é divisível por 3. O viajante pode ir da Cidade 1 
para a Cidade 9? 


Note que o mesmo grafo pode ser representado de maneiras diferentes. Por exemplo, o 
grafo no Problema 1 pode ser representado como na Figura 26. 
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FIGURA 26 


A única coisa importante sobre um grafo é quais os vértices que estão conectados 
e quais os que não estão. 

Dois grafos que são de fato idênticos, mas estão desenhados de maneiras dife- 
rentes, são ditos isomorfos. 


Problema 5. Tente encontrar, nas Figuras 27, 28 e 29, um grafo isomorfo ao grafo do 
Problema 2 (veja a Figura 23). 


Solução. O primeiro e o terceiro grafos são isomorfos e não é difícil se convencer que ambos 
são isomorfos ao grafo do Problema 2. Basta reenumerar seus vértices (veja as Figuras 30 e 
31). Uma demonstração de que os grafos das Figuras 23 e 28 não são isomorfos é um pouco 
mais complicada. 
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FIGURA 28 


Para os professores. O conceito de grafo só deveria ser introduzido depois de diversos pro- 
blemas como os Problemas 1 e 2 acima, que envolvem a utilização de um grafo para representar 
o problema. É importante que os estudantes compreendam logo que o mesmo grafo pode ser 
desenhado de maneiras diferentes. Para ilustrar a ideia de isomorfismo, os estudantes devem 
resolver muitos exercícios do tipo dado aqui. 


$2. O grau de um vértice: contando as arestas 


Na seção precedente, definimos um grafo como um conjunto de pontos (vértices), alguns 
dos quais estão conectados por segmentos de reta (arestas). O número de arestas que começam 
em um vértice é chamado de grau do vértice. Então, por exemplo, no grafo da Figura 32, o 
vértice A tem grau 3, o vértice B tem grau 2 e o vértice C tem grau 1. 
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Figura 29 


Figura 30 


Problema 6. Em Interiorana existem 15 telefones. Eles podem ser conectados por fios de 
modo que cada telefone seja conectado a exatamente cinco outros? 


Solução. Suponha que isto é possível. Considere o grafo no qual os vért representam os 
telefones e as arestas representam os fios. Este grafo tem 15 vértices e cada um deles tem grau 
5. Vamos contar o número de arestas neste grafo. Para isto. podemos somar os graus de todos 
os vértices. No entanto, nesta soma, cada aresta é contada duas vezes (cada aresta liga dois 
vértices). Portanto, o número de arestas no grafo tem que ser igual a 15-5/2. Mas este número 
não é inteiro. Segue que tal grafo não pode existir, o que significa que não podemos conectar 
os telefones como enunciado no problema. 

Ao resolver este problema, mostramos como contar as arestas de um grafo 
sabendo o grau de cada vértice: somamos os graus de todos os vértices e dividimos 
esta soma por 2. 
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6 


FIGURA 32 


Problema 7. Um determinado reinado tem 100 cidades e saem quatro estradas de cada uma 
delas. Quantas estradas existem ao todo neste reinado? 


Note que nosso método de c 


ntar as arestas de um grafo tem a seguinte consequência: a 
soma dos graus de todos os vértices em um grafo tem que ser par (caso contrário, não poderíamos 
dividi-la por 2 para obter o número de arestas). Podemos formular melhor este resultado usando 
as definições a seguir: 

Dizemos que um vértice em um grafo é um vértice ímpar se seu grau for ímpar. 
Um vértice de grau par é dito um vértice par. 


Teorema. O número de vértices ímpares em um grafo arbitrário tem que ser par. 


Para demonstrar este teorema, basta observar que uma soma de inteiros é par se e somente 
se o número parcelas ímpares é par. 


Observações Metodológicas. Este teorema tem um papel central neste capítulo. É impor- 
tante ficar voltando à sua demonstração e aplicá-lo, sempre que possível, na solução de proble- 
mas. Os estudantes devem ser encorajados a repetir a demonstração do teorema na solução de 
um problema, em vez de simplesmente usá-lo. 

O teorema é usado, muitas vezes, para provar a existência de uma determinada aresta em 
um grafo, como no Problema 12. Também é usado, como nos Problemas de 8 a 11, para provar 
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que é impossível obter um grafo satisfazendo determinadas condições. Tais problemas podem 
ser de difícil compreensão para os estudantes. É essencial que eles tentem primeiro desenhar o 
grafo pedido, depois desconfiem de que isto não é possível e finalmente façam uma discussão ou 
demonstração clara, usando o teorema, de que o grafo desejado não existe. 


Problema 8. Uma turma tem 30 alunos. É possível que nove deles tenham 3 amigos cada 
(na turma), onze tenham 4 amigos e dez tenham 5 amigos? 

Solução. Se isto fosse possível, também seria possível desenhar um grafo com 30 vértices 
(representando os alunos), dos quais 9 têm grau 3, 11 têm grau 4 e 10 têm grau 5 (ligando os 
vértices “amigos” com arestas). No entanto, tal grafo teria 19 vértices ímpares, o que contradiz 
o teorema. 


Problema 9. Em Interiorana existem 15 telefones. Eles podem ser conectados de modo que 
(a) cada telefone seja conectado a exatamente 7 outros; 
(b) quatro telefones estão conectado a 3 outros, 8 telefones estão conectados a 6 outros e 3 
telefones estão conectados a 5 outros? 


Problema 10. Um rei tem 19 vassalos. É possível que cada vassalo tenha ou 1, ou 5, ou 9 
vassalos vizinho: 


Problema 11. E possível existirem exatamente 100 estradas em um reinado no qual existem 
3 estradas saindo de cada cidade? 


Problema 12. João, voltando da Disneilândia, disse que viu um lago encantado com 7 ilhas, 
cada uma delas tendo 1, 3 ou 5 pontes chegando a elas. E verdade que pelo menos uma dessas 
pontes tem que levar para terra firme? 


Problema 13. Prove que o número de pessoas que viveram na Terra e que apertaram mãos 
um número ímpar de vezes em suas vidas é par. 


Problema 14. É possível desenhar 9 segmentos de reta no plano de tal forma que cada um 
intersecta exatamente 3 outros? 


83. Algumas definições novas 


Problema 15. O país dos Sete tem 15 cidades, cada uma delas ligadas a pelo menos 7 
outras. Prove que é possível ir de qualquer cidade para qualquer outra, possivelmente passando 
por algumas cidades no meio do caminho. 

Solução. Vamos considerar duas cidades quaisquer e supor que não existe um caminho ligando 
as duas. Isto significa que não existe uma sequência de estradas, com o final de cada uma delas 
coincidindo com o início da próxima, ligando as duas cidades. Sabe-se que cada uma dessas duas 
está ligada a pelo menos 7 outras. Estas 14 têm que ser todas distintas: se duas delas fossem a 
mesma, existiria um caminho através desta cidade ligando as duas cidades dadas inicialmente 
(veja a Figura 33). Isto significa que este país tem pelo menos 16 cidades diferentes, o que 
contradiz o enunciado do problema. 
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FIGURA 33 


Em vista deste problema, vamos dar duas definições important 

Um grafo é dito conero se, dados dois vértices quaisquer, existe um caminho 
(uma sequência de arestas, cada uma das quais começando no ponto final da ante- 
rior) ligando os dois vértices. 

Um caminho fechado (um caminho cujos vértices inicial e final coincidem) é 
chamado um ciclo. 

Agora podemos reformular o resultado do problema precedente: o grafo das estradas do 
país dos Sete é conexo. 


Problema 16. Prove que um grafo com n vértic 
conexo. 


, todos com grau pelo menos (n — 1)/2, é 


É natural perguntar como é a “cara” de um grafo não conexo. Tal grafo é composto de 
diversos “pedaços” e em cada um deles é possível ir, ao longo das arestas, de um vértice qualquer 
para qualquer outro. Por exemplo, o grafo da Figura 34 tem três “pedaços”, enquanto que o da 
Figure 35 só tem dí 


FIGURA 34 


Esses “pedaços” são chamados de componentes conexas do grafo. E claro que cada compo- 
nente é um grafo conexo. Observamos também que um grafo conexo tem uma única componente 
conexa. 
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IGURA 35 


Problema 17. Na Terra do Nunca só existe um meio de transporte: tapete mágico. Vinte e 
uma linhas de tapetes servem a capital. Uma única linha voa para Muitolonge e cada uma das 
outras cidades é servida por exatamente 20 linhas de tapetes mágicos. Mostre que é possível 
viajar de tapete mágico da capital para Muitolonge (talvez mudando de companhia no meio do 
caminho). 

Solução. Vamos considerar a componente conexa do grafo que representa as linhas de tapete 
mágico que contém a capital. Precisamos provar que esta componente inclui Muitolonge. Su- 
ponha que não. Então existem 21 arestas começando em um vértice e 20 começando em todos 
os outros vértices. Logo esta componente conexa contém exatamente um vértice ímpar. Isto é 
uma contradição. 


Observações Metodológicas. A noção de conexidade é extremamente importante e é usada 
constantemente em teoria dos grafos. O ponto chave na solução do Problema 16 — a ideia de 
componente conexa — é uma ideia muito importante e bastante útil, muitas vezes, na resolução 
de problemas. 


Problema 18. Em determinado país, 100 estradas saem de cada cidade e é possível viajar 
por essas estradas de qualquer cidade para qualquer outra, Uma das estradas está fechada para 
reparos. Prove que ainda é possível ir de qualquer cidade para qualquer outra. 


84. Grafos de Euler 


Problema 19. É possível desenhar o grafo ilustrado na (a) Figura 3 
levantar o lápis do papel e desenhando cada aresta exatamente uma vez 


: (b) Figura 37, sem 


FIGURA 36 
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FIGURA 37 


Solução. (a) Sim. Um modo é começar no vértice na extrema esquerda e terminar no vértice 
central. 

(b) Não. De fato, se percorrermos o grafo como no enunciado do problema, chegaremos em 
cada vértice tantas vezes quanto sairmos (com exci 
de cada vértice, exceto de dois deles, tem que ser 
37. 


ño dos vértices inicial e final). Logo, o grau 


r. Isto não acontece com o grafo na Figura 


Ao resolver o Problema 19, estabelecemos o princípio geral a seguir: 

Um grafo que pode ser percorrido sem levantar o lápis do papel, traçando cada 
aresta exatamente uma vez, não pode ter mais do que dois vértices ímpares. 

Este tipo de grafo foi estudado pela primeira vez pelo grande matemático Leonhard Euler 
em 1736, ao estudar um problema famoso sobre as pontes de Königsberg (veja também o 
Problema 12). Grafos que podem ser percorridos desta maneira são conhecidos como grafos de 
Buler. 
Problema 20. A Figur: 
por um rio que tem duas ilhas. Existem sete pontes ligando as diversas partes da cidade. É 


38 mostra um mapa da cidade de Kônigsberg. A cidade é cortada 


possível passear pela cidade cruzando cada ponte exatamente uma vez? 


FIGURA 38 


Problema 21. Um grupo de ilhas estão ligadas por pontes de tal modo que é possível andar 
de uma ilha qualquer até qualquer outra. Um turista percorreu todas as 
ponte exatamente uma vez, tendo visitado a ilha de Tripla t 
Tripla se 


ilhas cruzando cada 
Quantas pontes há em 
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(a) o turista não começou nem terminou seu percurso em Tripla; 
(b) o turista começou seu percurso em Tripla, mas não terminou lá; 
(c) o turista começou e terminou seu percurso em Tripla? 


Problema 22. (a) Uma peça de tio tem 120 em de comprimento. É possível usá-la para 
formar as arestas de um cubo com arestas de 10 em? 

(b) Qual o menor número de cortes que é preciso fazer no fio para que se possa formar o 
cubo desejado? 


CAPÍTULO 6 
A Desigualdade Triangular 


81. Introdução 


se os estudantes tiveram ou 
s para os estudantes que estudaram de- 


É fácil motivar a desigualdade triangular, independente de 
não uma introdução formal à geometria. Mas mesmo 
monstrações formais ou axiomáticas, existem aplicações não triviais e problemas envolvendo a 
desigualdade triangular que necessitam de muito raciocínio. 

A desigualdade propriamente dita pode ser enunciada como tr 
quer triângulo ABC: 


AB<AC+BC, AC<BC+AB, BC<AB+AC, 


des 


igualdades para qual- 


mostrando que qualquer lado do triângulo é menor do que a soma dos outros dois lados. 


Problema 1. Prove que, dados três pontos arbitrários A, B e C, temos AC > JAB — BC]. 


Ao discutir este problema, é importante dar sua interpretação geométrica: o comprimento 
de um lado de um triângulo não pode ser menor do que o valor absoluto da diferença entre os 
outro dois lados. 


Problema 2. O lado AC de um triângulo ABC tem comprimento 3,8 e o lado AB tem 
comprimento 0,6. Se o comprimento do lado BC é um inteiro, qual seu comprimentc 


Problema 3. Prove que o comprimento de qualquer lado de um triângulo não é maior do 
que metade de seu perímetro. 


Problema 4. A distância de Leningrado a Moscou é de 660 km. De Leningrado até a cidade 
de Likovo são 310 km, de Likovo a Klin são 200 km e de Klin a Moscou são 150 km. Quão 
longe fica Likovo de Moscou? 


Dica para a solução do Problema 4: Note que a soma das distâncias de Leningrado a Likovo, 
de Likovo a Klin e de Klin a Moscou é igual à distância de Leningrado a Moscou. Isto significa 
que todas essas cidades estão em uma mesma reta. 


Note que, ao resolver o Problema 4, usamos o fato de que a soma de três lados quaisquer de 
um quadrilátero é maior do que o quarto lado. Isto pode ser estabelecido facilmente usando-se 
a desigualdade triangular. De fato, para qualquer polígono, a soma de todos os lados menos 
um é maior do que o lado remanescente. Para muitos estudantes, pode-se mostrar este fato em 
os. Para estudantes 


alguns casos e depois dizer que, intuitivamente, é válido para todos os 
mais avançados, pode-se dar uma demonstração formal usando indução. 


Problema 5. Encontre um ponto no int 
das distâncias do ponto aos vértices é mínima. 


or de um quadrilátero convexo tal que a soma 
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Solução. Como o quadrilátero é convexo, suas diagonais se intersectam em algum ponto interior 
O. Suponha que os vértices do quadrilátero são A, B, Ce D (veja a Figura 39). Então a soma 
das distâncias de O aos vértices é igual a AC + BD. Mas, para qualquer outro ponto P, 
PA + PC > AC (pela desigualdade triangular). Analogamente, PB + PD > BD. Isto significa 
que a soma das distâncias de P aos vértices não é menor do que AC + BD. É claro que esta 
soma só será igual a AC + BD se os pontos P e O coincidirem. Portanto, O é o ponto que 
estamos procurando, 


Problema 6. É dado um ponto O no plano do quadrado ABCD. Prove que a distância de 
O a um dos vértices do quadrado não é maior do que a soma das distâncias de O aos outros 
três vértic: 


Problema 7. Prove que a soma das diagonais de um quadrilátero convexo é menor do que 
o perímetro, mas maior do que a metade do perímetro. 


Problema 8. Prove que a soma das diagonais de um pentágono convexo é maior do que o 
perímetro, mas menor do que o dobro do perímetro. 


Problema 9. Prove que a distância entre dois pontos quaisquer no interior de um triângulo 
não é maior do que a metade do perímetro do triângulo. 


$2. A desigualdade triangular e transformações geométricas 


s o triângulo ao qual pretisêmos aplicar a desigualdade triangular não aparece 
no diagrama do problema. Nesse scolha adequada de transformações geométri- 
cas pode ajudar. A série de problemas a seguir ilustra a utilização de simetria junto com a 
desigualdade triangular. 


Problema 10. Um colhedor de cogumelos sai da floresta em um determinado ponto. Ele 
precisa chegar a uma estrada, que segue uma linha reta, e voltar para a floresta em outro ponto 
dado (Pigura 40). Como ele deve fazer ível? 


o para seguir o menor caminho poss 
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FIGURA 40 


Problema 11. A cabana de um lenhador fica no interior de uma península que tem a forma 
ir de sua cabana, andar até a praia de um dos lados 


de um ângulo agudo. O lenhador tem que s; 
da península, depois até à praia do outro, depois voltar para casa, Como ele deveria escolher o 
caminho mais curto? 

Problema 12. O ponto A, dentro de um ângulo agudo, é refletido dos dois lados do ângulo 
para se obter os pontos B e C. O segmento de reta BC intersecta os lados do ângulo em D e E 
(veja a Figura 41). Mostre que BC/2 > DE. 


G 


FIGURA 41 


Problema 13. O ponto C está dentro de um ângulo reto e os pontos A e B estão nos lados 
(veja a Figura 42). Prove que o perímetro do triângulo ABC não é menor do que o dobro da 
distância OC, onde O é o vértice do ângulo reto dado. 


Vamos analisar a solução do Problema 10. Suponha que o colhedor de cogumelos sai da 
floresta em um ponto A e tem que entrar novamente em um ponto B. Faça a reflexão do ponto 
A em relação à reta da estrada (veja a Figura 43) para obter o ponto A’. Se K for o ponto 
no qual o colhedor de cogumelos chega à estrada, então o caminho AKB terá que ter o mesmo 
comprimento que o caminho A'KB, já que estamos simplesmente refletindo o segmento AK em 
relação à estrada. Mas A'KB não pode ser mais curto do que A'B. Segue que o ponto K tem 
que ser o ponto onde A'B intersecta a estrada. 
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E 


c 


FIGURA 42 


B 


FIGURA 43 


Considerações semelhantes nos permitem resolver os outros problemas nesta série. Por 
exemplo, no Problema 13 podemos refletir o ponto C em relação às retas OA e OB para obter 
os pontos C’ e C” (Figura 44); é fácil ver que o ponto O pertence à reta C!'C”, Podemos 
substituir, então, o perímetro do triângulo ABC com a soma dos comprimentos dos segmentos 
C'A, AB e BC”, A desigualdade triangular nos diz que esta soma não é menor do que o 
comprimento de C'C”, Este, por sua vez, é igual a 20C, já que é a hipotenusa de um triângulo 
retângulo do qual OC é a mediana. (Os estudantes que não conhecem este teorema podem 
encontrar uma explicação mais intuitiva: por exemplo, completando um retângulo com vértices 


em C’, C” eC.) 


Para os professores. É importante resolver esses problemas cuidadosamente, fazendo com 
que os estudantes exponham a solução de maneira lógica e formal, não apenas intuitivamente. 
Primeiro, precisamos lembrá-los de que reflexões em relação a retas não mudam distâncias. 
Depois podemos destacar a ideia comum nesses problemas: transformar o caminho desejado de 
modo que seu comprimento não varie e, assim, transformar o problema em um problema de 
ligar dois pontos com o menor caminho possível. É importante verificar que um dos caminhos 
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Cc” 


FIGURA 44 


transformados pode ser realmente uma reta, de modo que temos uma resposta óbvia; caso 
contrário, a solução pode ser muito mais difícil. 


* * * 


Em muitos problemas, tudo acontece em alguma espécie de superfície no espaço. Em tais 
problemas, a desigualdade triangular só pode ser usada depois que “abrirmos” a superfície em 
um plano. Os problemas a seguir são típicos: 


Problema 14. Uma mosca está pousada em um dos vértices de um cubo de madeira. Qual 
o menor caminho que ela pode seguir para chegar ao vértice oposto? 


Problema 15. Uma mosca está pousada na sur 


»rfície externa de um copo cilíndrico. Ela 
tuado na superfície interna do copo. Encontre o menor aminho 
ira do copo.) 


precisa andar até outro ponto s 


l. (Despreze a espe 


$3. Construções adicionais 


Em muitos casos, as demonstrações de desigualdades geométricas precisam de construções 
adicionais. Tais problemas são complicados, muitas vezes, já que a escolha da constru 
uma certa prática. A série de problemas a seguir fornece tal prática. 

Problema 16. 
AB+BC. 


Problema 17. Prove que a soma das distâncias do ponto O aos vértices de um triângulo 
dado é menor do que seu perímetro se o ponto O estiver no interior do triângulo. E se o ponto 
O estiver fora do triângulo? 


ão requer 


e o ponto O está no interior do triângulo ABC, prove que AO + OC < 


Problema 18. Resolva o Problema 11 supondo que a península tem a forma de um ângulo 
obtuso. 
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Problema 19. Prove que o comprimento da mediana AM do triângulo ABC não é maior 
do que metade da soma dos lados AB e AC. Prove também que a soma dos comprimentos das 
medianas não é maior do que o perímetro do triângulo. 


84. Problemas variados 
Problema 20. Um polígono cortado de um pedaço de papel é dobrado em dois ao longo de 


uma reta (veja a Figura 45). Prove que o perímetro do polígono formado não é maior do que o 
perímetro do polígono original. 


FIGURA 45 


Problema 21. Prove que um polígono convexo não pode ter três 
maior diagonal, 


lados maiores do que sua 


Problema 22. Prove que o perímetro de um triângulo não é maior do que 4/3 da soma de 
suas medianas. (Para a solução deste problema, é preciso saber a razão segundo a qual cada 
uma das três medianas de um triângulo divide uma outra.) 


Problema 23. Dois vilarejc 
paralelas e vai 


estão em margens opostas de um rio. As margens são r 
ar construída uma ponte perpendicular à 
construída para que o caminho entre os dois vilarejos s 


As 
s margens. Onde a ponte deve ser 
aja o mais curto possível? 


Problema 24. Prove que um pentágono convexo (isto é, um pent úgono cujas diagonais estão 
inteiramente contidas no interior da figura) tem três diagonais que podem formar um triângulo. 


CAPÍTULO 7 


Jogos 


Os estudantes gostam de jogar. Quer a matemática por t à simples ou complicada, 
as oportunidades para interação social e competição controlada vão ajudar a quebrar qua 
padrões de rotina que existam na vida escolar e no círculo matemáti 

Ao mesmo tempo, esses problemas têm muito conteúdo e os estudantes, frequentemente, 
acham suas soluções bastante difíceis. As dificuldades maiores consistem primeiro na articulação 
da estratégia vencedora e depois na demonstração de que a estratégia considerada sempre leva 
à vitória. Ao venc estudantes vão aprender mais sobre os padrc 
aceitáveis de um 


squer 


as dificuldades, os 


um problema. 
Os estudantes precisam compreender que afirmações da forma “Se você fizer isso, farei 
aquilo,” não são, em geral, soluções de jogos. São dados exemplos de soluções corretas no texto. 


uda 


Recomendamos dar mais de um ou dois jogos deste capítulo em cada lição, com exceção da 
§4, que contém problemas analisados “de trás para frente”. A ideia de 


metria (§2) e o conceito 
de uma posição vencedora (§3) podem ser tratados independentemente. É melhor fazer isso 
depois de considerar dois ou três problemas sobre cada tema. 

Existem muitos tipos de jogos estudados em matemática e muitos tipos de teoria 
Consideramos apenas um tipo neste capítulo. Em cada um des 


; de jogos. 


»s jogos, dois jogadore: 


se 


revezam na jogada e não é permitido passar, ou seja, quando che; vez, o jogador é 


obri 


ar su 


do a fazer sua jogada. O problema é sempre o mesmo: descobrir qual jogador (se o 


primeiro ou o segundo) tem uma estratégia vencedora, Essas observações não serão repetidas 
para cada jogo. 
Problemas estrelados são mais difíceis do que os outros. 


§1. Pseudo-jogos: brincadeiras 


remos são brincadeiras. O resultado de 


pseudo- 
ste em uma 


A primeira classe de jogos que exami 
jogos independe das jogadas. Por esta razão, a solução de 


ps pseudo-jogos não cons 


a vencedora, mas em uma demonstração de que o primeiro ou o segundo dos jogadores 
» (independente das jogadas!). 


estratég; 


sempre vence) 


Problema 1. Duas crianças se revezam quebrando uma barra de chocolate retangular com 
6 quadrados de largura e 8 de comprimento. Ela 
divisões entre os quadrados. Se a barra quebra em vários pedaços 
até só restarem quadrados individuais. O jogador que não pode mai 
vencer? 


s só podem quebrar a barra ao longo das 
clas 


continuam quebrando 
quebrar perde. Quem vai 


Solução. Depois de cada jogada, o número de peças aumenta de um. No início do jogo, só 
existe uma peça. No final do jogo, quando não há mais jogadas possíveis, o chocolate está 
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dividido em 48 pequenos quadrados. Então tem que ter havido 47 jogadas, a última das quais, 
assim como todas as jogadas ímpares, foi feita pelo primeiro jogador. Portanto, o primeiro 
jogador sempre vence, independente de como é quebrado o chocolate. 


Para os professores. Pseudo-jogos permitem que os estudantes relaxem e não sintam a pres- 
são de ter que resolver um problema ou ganhar um jogo. São muito efetivos, por exemplo, se 
forem introduzidos logo depois de um material particularmente difícil ou no final de uma lição. 
É importante deixar que os estudantes brinquem, de fato, com os jogos ante 
solução. 


de fornecer a 


Problema 2. Temos três montes de pedras: um com 10 pedras, outro com 15 e o último 
com 20. Em cada jogada, o jogador da vez escolhe um dos montes e o divide em dois montes 
menores. O jogador que não pode fazer isso perde. Quem ganha e como? 


Problema 3. Os números de 1 a 20 estão escritos em uma linha, Dois jogadores se revezam 
colocando sinais de mais e de menos entre os número 


s. Depois de colocados todos os sinais, a 
expressão resultante é calculada (isto é, são efetuadas as somas e as subtrações). O primeiro 
jogador vence se o resultado for par e o segundo vence se for ímpar, Quem vai vencer e como? 


Problema 4. Dois jogadores se revezam colocando torres em um tabuleiro de xadrez de 
modo que não possam se capturar mutuamente, Perde o jogador que não consegue colocar uma 
torre. Quem vai vencer? 


Problema 5. Estão escritos em um quadro negro dez algarismos iguais a 1 e dez algarismos 
iguais a 2. Em cada jogada, o jogador da vez pode apagar dois algarismos quaisquer, Se os 
dois algarismos apagados forem iguais, eles serão substituídos por um 2. Se forem diferentes, 
serão substituídos por um 1. Se, no final, sobrar um 1, vence o primeiro jogador; se sobrar um 
2, vence o segundo jogador. 


Problema 6º Os números 25 e 36 estão escritos em um quadro negro. Em cada jogada, o 
jogador da vez escreve no quadro negro a diferença (positiva) entre dois números já escritos no 
quadro — se este número ainda não estiver no quadro. Perde o jogador que não puder escrever 
um núme: 


o. 


Problema 7. É dado um tabuleiro como o de xadrez, mas com dimensões (a) 9 x 10; (b) 
10 x 12; (c) 9 x 11, Em cada jogada, o jogador da vez pode eliminar uma linha ou uma 
coluna, desde que, no início da jogada, esta linha ou coluna tenha pelo menos um quadrado 
remanescente. O jogador que não pode jogar na sua vez perde. 


82. Simetria 


Problema 8. Dois jogadores se revezam colocando moedas de um centavo em uma mesa 
redonda, sem empilhar uma moeda em cima da outra. O jogador que não puder colocar uma 
moeda perde. 

Solução. Neste jogo, o primeiro jogador pode vencer, independente do tamanho da mesa! Para 
isso, ele precisa colocar a primeira moeda de modo que seu centro coincida com o centro da mesa. 
Depois disso, ele coloca sua moeda sempre em uma posição simétrica a da moeda colocada por 
seu adversário em relação ao centro da mesa. Note que, com esta estratégia, as posições das 
moedas dos dois jogadores ficam simétricas depois de cada jogada do primeiro jogador. Segue 
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que, se existir a possibilidade do segundo jogador colocar sua moeda, então também existirá 
um local para o primeiro jogador colocar sua moeda e, portanto, o primeiro jogador vence. 


Problema 9. Dois jogadores se revezam colocando bispos em um tabuleiro de xadrez, de 
modo que não possam se capturar mutuamente (os bispos podem ser colocados em quadrados 
de qualquer cor). Perde o jogador que não puder fazer sua jogada. 


Solução. Como o tabuleiro de xadrez é simétrico em relação a seu centro, é natural tentar 
uma estratégia simétrica. Mas desta vez, como não podemos colocar um bispo no centro do 
tabuleiro, a simetria vai ajudar o segundo jogador. Pode parecer, por analogia com o problema 
anterior, que tal estratégia permitiria a vitória do segundo jogador. No entanto, se ele a seguir, 
não vai poder nem fazer uma segunda jogada! O bispo colocado pelo primeiro jogador pode 
comer o bispo colocado na posição simétri 


Este exemplo mostra que, no usar uma estratégia simétrica, é preciso levar em consideração 
que uma jogada simétrica pode ser bloqueada ou impedida, mas só por uma jogada 
que o oponente acabou de fazer. Por causa da simetria, jogadas anteriores à última não 
podem afetar a jogada atual. Para resolver um jogo usando uma es atégia simétrica, é preciso 
encontrar uma simetria de modo que a jogada anterior não destrua a estratégia escolhida, 


Portanto, para resolver o Problema 9, precisamos procu a do 


r não o ponto de simetri 
tabuleiro, mas seu eixo de simetria. Podemos escolher, por exemplo, a reta entre as quarta 
e quinta linhas como eixo de simetria. Posições simétricas em relação a este eixo terão cores 
diferentes e, portanto, um bispo em uma posição não pode comer um bispo na posição simétrica. 
Logo, o segundo jogador pode vencer este jogo. 

A ideia de uma estratégia simétrica não precisa ser puramente geométrica. Considere o 


problema a seguir. 


Problema 10. Temos duas pilhas, cada uma delas com 7 pedras. Em cada jogada, o jogador 
da vez pode retirar quantas pedras quiser, mas só de uma das pilhas. Perde o jogador que não 
conseguir fazer sua jogada. 


Solução. O segundo jogador pode v Em cada 
jogada, ele tem que retirar tantas pedras quanto o primeiro jogador acabou de retirar, mas da 
outra pilha. Assim, o segundo jogador sempre pode fazer sua jogada. 

A simetria neste problema consiste em manter a igualdade do número de pedras em cada 
pilha. 


encer este jogo usando uma estratégia simétric: 


Problema 11. Dois jogadores se revezam colocando cavalos em um tabuleiro de xadrez de 
modo que não possam se atacar mutuamente. Perde o jogador que não conseguir fazer sua 
jogada. 


Problema 12. Dois jogadores se revezam colocando reis em um tabuleiro 9 x 9 de modo 
que não possam se atacar mutuamente. Perde o jogador que não conseguir fazer sua jogada. 


Problema 13. (a) Dois jogadores se revezam colocando bispos em um tabuleiro de xadrez. 
Em cada jogada, o bispo colocado tem que atacar pelo menos uma posição que não está sob o 
ataque de outro bispo. Estamos supondo que um bispo “ataca” o quadrado onde ele está. Perde 
o jogador que não conseguir fazer sua jogada. (b)* O mesmo jogo, mas com torr 


Problema 14. Dado um tabuleiro 10 x 10 com cores alternadas, dois jogadores se revezam 
cobrindo pares de quadrados com dominós. Cada dominó consiste em um retângulo com 1 
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quadrado de largura e 2 quadrados de comprimento (que podem ser colocados na posição 
horizontal ou vertical). Um dominó não pode ser colocado com um quadrado em cima de outro 
dominó. Perde o jogador que não conseguir colocar seu dominó. 


Problema 15 Coloca-se uma peça em cada quadrado de um tabuleiro de damas 11 x 11. 
Os jogadores se revezam retirando um número arbitrário de peças vizinhas ao longo de uma 
linha ou de uma coluna. Vence o jogador que retirar a última peça. 


Problema 16. Temos dois montes de pedras. Um tem 30 pedras e o outro tem 20. Os 
jogadores se revezam removendo quantas pedras quiserem, mas só de um dos montes. Vence o 
jogador que remover a última pedra. 


Problema 17. São colocados 20 pontos em um círculo. Os jogador: zam unindo 
dois dos pontos com um segmento de reta que não cruza outro segmento já desenhado. Perde 
o jogador que não puder jogar na sua vez. 


se re 


Problema 18. Uma margarida tem (a) 12 pétalas; (b) 11 pétalas. Os jogadores se revezam 
retirando uma única pétala ou duas que estejam uma do lado da outra. Perde o jogador que 
não pude! 


jogar na sua vez, 


Problema 19º Dado um paralelepípedo retangular com dimensões (a) 4x4 x 4; (b) 4x4 x 3; 
(c) 4x3x3, construído de cubos unitários, os jogadores se revezam colocando um espeto através 


de uma linha de cubos (paralelos às arestas do paralelepípedo), desde que exista pelo menos 


um cubo na linha que ainda não tenha sido espetado, Perde o jogador que não puder jogar na 


sua ve; 


Problema 20. Dois jogadores se revezam retirando pedaços de um chocolate consistindo em 
5 x 10 quadradinhos. Em cada jogada eles quebram ao longo das divisões dos quadradinhos. 
Vence o primeiro jogador que obtiver primeiro um único quadradinho de chocolate. 
Problema 21. Dois jogadore: 
O primeiro jogador escreve x e o segundo. o. Ao final do jogo. o primeiro jogador ganha um 
ponto por cada linha ou coluna que contém mais x do que o, enquanto que o segundo ganha 
um ponto por cada linha ou coluna que contém mais o do que x. Vence o jogador que fizer 
mais pontos. 


è revezam escrevendo x e o em um papel quadriculado 9 x 9. 


Posições vencedoras 


Problema 22. Em um tabuleiro de xadrez, uma torre está no posição al. Dois jogadores 
se revezam movendo a torre de quantos quadrados quiserem, horizontalmente para a direita ou 
verticalmente para cima. Vence o jogador que colocar a torre na posição h8. 


Neste jogo, o segundo jogador sempre vai vencer. A estratégia é bem simples: em cada 
rodada, coloque a torre na diagonal de al até h8. Isto funciona porque o primeiro jogador é 
sempre obrigado a mover a torre para fora da diagonal em cada rodada, enquanto o segundo 
Jogador sempre pode colocá-la de volta nesta diagonal. Como a posição vencedora pertence à 
diagonal, o segundo jogador vai acabar colocando a torre na posição desejada. 

Vamos analisar esta solução com mais cuidado. Fomos capazes de definir aqui uma 


de posições vencedoras (nas quais a torre está na diagonal de al a h8), que tem as seguintes 


se 


propriedades: 
(1) A pos 


ção final do jogo é uma posição vencedora; 
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(2) Um jogador nunca pode mover de uma posiç: 
única jogada; 

(3) Um jogador sempre pode mover de uma posição não vencedora ps 
uma única jogada. 

A des ões vencedoras para um dado jogo é equivalente a resolver 
o jogo. De fato, mover para uma posição vencedora em cada jogada constitui uma estratégia 
vencedora. Se a posição inicial do jogo for uma vencedora, então o segundo jogador sempre vai 
vencer (como no jogo descrito acima). Caso contrário, o primeiro jogador vencerá, 


ão vencedora para outra vencedora em uma 


ra uma vencedora em 


roberta de tal classe de pos 


ara os professores. Como o conceito de uma posição vencedora generaliza um conjunto 
de estratégias, este conceito só pode ser compreendido depois da resolução de diversos jogos 
apresentados nesta seção. Como sempre, é importante que os estudantes joguem cada jogo 
antes de resolvê-lo. 


> um rei na posição al de um tabuleiro de xadrez. Dois jogadores se 
revezam movendo o rei para cima, para a direita ou ao longo de uma diagonal indo para cima 
e para a direita, Vence o jogador que colocar o rei em h8. 


Problema 24. Temos dois montes de doces. Um contém 20 peças e o outro, 21. Dois joga- 
vezam comendo todos os doces em um dos montes e separando o doce remanescente 
em dois montes não vazios (não necessariamente iguais). Perde o jogador que não puder jogar 


dores se ri 


na sua vez, 


Problema 25. Uma peça é colo 
dos 1 x 20. Dois jogadores se rc 
dois quadrados. Uma peça não pode pular sobre outra. Perde o jogador que não puder jogar 


ada em cada uma das extremidades de uma tira de quadra- 
s uma na direção da outra por um ou 


un movendo as peç 


na sua vc 


Problema 26. Uma caixa contém 300 fósforos. Dois jogadores se revezam removendo não 
mais do que metade dos fósforos na caixa, Perde o jogador que não puder jogar na sua vez. 


Problema 27. Temos três montes de pedras. O primeiro contém 50 pedras, o segundo, 60 
e o terceiro, 70. Uma jogada consiste na divisão de cada um dos montes contendo mais de uma 
pedra em dois montes menores. Vence o jogador que deixar todos os montes com apenas uma 
pedra. 


Problema 28. O número 60 está escrito em um quadro negro. Dois jogadores se revezam 
subtraindo do número no quadro qualquer de seus divisores e substituindo o número original 


com o resultado desta subtração. Perde o jogador que escrever o número 0. 


Problema 29% Temos dois montes de fósforc 
(a) um monte com 101 fósforos e outro com 201 fósforos; 
(b) um monte com 100 fósforos e outro com 201 fósforos. 
Dois jogadores se revezam removendo um número de fósforos de um monte igual a um dos 
divisores do número de fósforos no outro monte. Vence o jogador que remover o último fósforo. 
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84. Análise a partir do final do jogo: um método para encontrar posições 
vencedoras 


Leitores da ão anterior podem ficar com a impressão de que a descoberta de posições 
vencedoras baseia-se na intuição e, portanto, não é fácil. Vamos descrever agora um método 
geral que vai nos permitir encontrar um conjunto de posições vencedoras em muitos jogos. 

Vamos voltar ao Problema 23, o problema sobre um único rei em um tabuleiro de xadrez. 
Vamos tentar encontrar um conjunto de posições vencedoras. Como sempre, a posição final do 
jogo, com o rei em h8, tem que ser uma posição vencedora. Colocamos então um sinal de mais 
em h8 (veja a Figura 46). Vamos colocar o mesmo sinal em todos os outros lugares onde o rei 
ocupa uma posição vencedora e um sinal de menos em todos os quadrados que correspondem a 
uma posição que não é vencedora (chamaremos estas de posições perdedoras). 


FIGURA 46 


Como as posições a partir das quais o rei pode ser movido para uma posição vencedora 
em uma única jogada são posições perdedoras, chegamos à Figura 47. Saindo de h6 e de f8, 
o rei só pode ser movido para posições perdedoras, logo essas têm que ser posições vencedoras 
(Figura 48). Essas novas posições vencedoras levam a novas posi perdedoras: h5, 95, 96, 
f7, e7, e8 (Figure 49). Continuamos procedendo de maneira análoga (v 
Depois de obter un conjunto de sinais de menos, colocamos sinais de mais nas posições a partir 
das quais qualquer movimento leva a uma posição perdedora, depois colocamos sinais de menos 


a as Figuras 50 e 51). 


nas posições a partir das quais existe pelo menos um movimento que leva o rei a uma posição 


vencedora. Ao final, os sinais de mais e de menos ficarão como na Figura 52. Não é difícil 
ver que os sinais de mais correspondem exatamente às posições vencedoras indicadas na seção 
precedente. 


O método para encontrar posições vencedoras que acabamos de descrever é chamado de 
análise a partir do final de jogo. Aplicando-o ao jogo com as torres (Problema 22) da seção 
anterior, também não é difícil chegar a um conjunto de posições vencedoras para aquele jogo. 
Trabalhando como nas Figuras 53 e 54, chegamos logo à Figura 55. 


7. ANÁLISE A PARTIR DO FINAL DO JOGO 67 


[ i -|+ CAC [ -H-H 
RE f Ele [ alalla 
f F =[*| 
[ SE 
f 
FIGURA 47 FIGURA 48 FIGURA 49 
+- =[[=[H-]+ -|+| -|+ 
+F =[H-[* =[4-[+ 
Eu [| =|+| -+| -|+ 
H E E EPER 
Figura 50 Figura 51 Figura 52 
CEEE SDpDDOOE 
| oi - EE 
| - m bl 
E [ | - 
i RE reri 
Figura 53 Figura 54 55 


Para os professores. Frequentemente, os estudantes fazem suas próprias “análises a partir do 
final de jogo” intuitivamente. Ou seja, eles podem antecipar o final do jogo algumas jogadas 
antes e começar a aprender quais das poucas últimas jogadas podem ser vencedoras; depois 
podem generalizar isso para o resto do jogo. O melhor aprendizado ocorrerá se eles descobrirem 
isso sozinhos (jogando) e depois tiverem que articular suas estratégias. 


Problema 30. Uma rainha está no quadrado cl de um tabuleiro de xadrez. Dois jogadores 
» revezam movendo a rainha para cima, para a direita ou ao longo de uma diagonal indo para 
ma e para a direita. Vence o jogador que colocar a rainha em h8. 

Solução. Analisando a partir do final de jogo, obtemos a configuração de sinais de mais e de 
menos na Figura 56. O primeiro jogador vai vencer; de fato, ele pode e: 'olher três movimentos 
iniciais: ir para c5, e3 ou dl. 


Para os professores. Este jogo pode servir como uma boa introdução à análise a partir do 
final de jogo. Podem ser criados exercícios substituindo-se, por exemplo, os tabuleiros de xadrez 
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FIGURA 56 


quadrados nos Problemas 22, 23 e 30 por um tabuleiro retangular de dimensões arbitrárias ou 
por algum tabuleiro de forma pouco usual, Por ex mplo, poderíamos resolver o Problema 
22 em um tabuleiro com os quatro quadrados do meio removidos (ou com outros quadrados 
removidos). A Figura 57 mostra a distribuição de sinais de mais e de menos neste tipo de 
tabuleiro (os quadrados removidos estão coloridos de preto). 


FIGURA 57 


* * * 


O problema a seguir fornece uma oportunidade para os estudantes praticarem a técnica de 


reformular um jogo. 


Problema 31. Temos duas pilhas de pedras, uma com 7 e outra com 5 pedras. Dois 
jogadores se revezam retirando um número arbitrário de pedras de uma das pilhas ou o mesmo 
número de cada pilha. Perde o jogador que não puder jogar na sua vez. 

Solução, Podemos enunciar a situação neste problema de outra forma, como uma que ocori 
no tabuleiro de xadrez usual, Primeiro atribuímos coordenadas a cada quadrado no tabuleiro, 
numerando as linhas de O a 7, começando no topo, e as colmmas de O a 7, começando à direita, 
Cada posição no jogo original é caracterizada por um par ordenado de números: o número 
de pedras na primeira pilha seguido pelo número de pedras na segunda. Associamos a cada 
uma dessas posições o quadrado cujas coordenadas são esses números. Agora observamos que 
uma jogada no jogo original corresponde ao movimento de uma rainha no tabuleiro de xadr 
verticalmente para cima, horizontalmente para a direita ou ao longo de uma diagonal para 
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cima e para a direita. Esta associação torna este problema idêntico ao Problema 30. Note que 
podemos usar a mesma técnica para reformular os jogos nos Problemas 10 e 20. 


Problema 32. Um cavalo está na posição al de um tabuleiro de xadrez. Dois jogadores se 
revezam movendo o cavalo dois quadrados para a di 


ta e uma para cima ou para baixo, ou 
dois quadrados para cima e um para a direita ou para a esquerda (os movimentos usuais de um 
cavalo, mas em direções restritas). Perde o jogador que não puder jogar na sua vez. 
Problema 33. (a) Temos duas pilhas, cada uma com 7 pedras. Em cada jogada, um jogador 
pode retirar uma única pedra de uma das pilhas ou uma pedra de cada pilha. Perde o jogador 
que não puder jogar na sua vez. 

(b) Além dos movimentos descritos acima, os 
meira pilha e colocá-la na s 


jogadores podem retirar uma pedra da pri- 
gunda. As outras regras permanecem iguais. 


Problema 34. Temos dois montes de fósforos, cada um com 11 fósforos. Em cada jogada, 
um jogador precisa retirar dois fósforos de um dos montes e um fósforo do outro. Perde o 
jogador que não puder jogar na sua vez. 


Problema 35. Este jogo começa com o número 0. Em cada jogada, um jogador pode somar 
o número atual a qualquer número natural de 1 a 9. Vence o jogador que chegar ao número 


100. 


Problema 36. Este jogo começa com o número 1. Em cada jogada, um jogador pode 
multiplicar o número atual por qualquer número natural de 2 a 9, Vence o jogador que chegar 
primeiro a um número maior do que 1000. 


Problema 37. Este jogo começa com o número 2. Em cada jogada, um jogador pode somar 
ao número atual qualquer número natural menor do que ele. Vence o jogador que chegar ao 
número 1000. 


Problema 38. Este jogo começa com o número 1000. Em cada jogada, um jogador pode 
subtrair do número atual qualquer número natural menor do que ele que seja uma potência de 
2 (note que 1 =2º). Vence o jogador que chegar ao número 0. 
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CAPÍTULO 8 


Problemas para o Primeiro Ano 


Como enfatizamos no prefácio, a primeira parte deste livro apresenta os tópicos básicos para 
ões de um círculo matemático “olímpico” (para estudantes de 11 a 13 anos). Entretanto, 
ses tópicos não esgotam todos os temas disponíveis para estudantes desta faixa etária, Neste 
capítulo, tentaremos preencher, pelo menos parcialmente, esta lacuna. 


ses: 


es 


Para os professores. Gostaríamos de dizer que não recomendamos preparar um encontro só 
usando problemas relacionados com um único tópico. Você também pode usar problemas que 
não sejam padrão, que necessitem de algo novo e diferente, ideias novas ou, simplesmente, a 
superação de dificuldades técnicas. Como tais problemas são importantes para olimpíadas, 
competições, etc., juntamos alguns deles neste capítulo. 


81. Problemas de lógica 


Para os professores. Ao tratar com estudantes muito jovens, lembre que o objetivo mais 
importante é ensiná-los a pensar de maneira consistente e clara; ou seja, como não confundir 
equência; como analisar casos cuidadosamente, sem esquecer nenhum; como cons- 
truir adequadamente uma cadeia de proposições e lemas. Os problemas de lógica a seguir vão 
ajudar nesta tarefa. 


causa e cons 


1. A mãe de Pedro disse: “Todos os campeões são bons em matemática.” Pedro disse: “Eu 
sou bom em matemática. Então, eu sou um campeão!” Esta implicação está certa ou errada? 


2. Quatro cartas estão na mesa, com os símbolos A, B, 4 e 5 escritos em seus lados visíveis. 
Qual o número mínimo de cartas que precisamos virar para descobrir se a seguinte afirmação 
é verdadeira: “Se um número par estiver escrito em um lado de uma carta, então o outro lado 
tem uma vogal”? 


3. Uma conta de quinze centavos foi paga com duas moedas e uma dessas moedas não era 
de cinco centavos. Encontre os valores das moedas. 

4. Suponha que as seguintes afirmações são verdadeiras: 
a) existem pessoas que têm televisão e não são matemático: 
b) pessoas que não são matemáticos e nadam em piscinas todos os dias não têm televisão. 


Podemos afirmar que nem todas as pessoas que têm televisão nadam todos os dias? 


5. Durante um julgamento no País das Maravilhas, a Lebre de Março afirmou que os bis- 
coitos foram roubados pelo Chapeleiro Maluco. Depois o Chapeleiro Maluco e o Rato Silvestre 
testemunharam, mas, por alguma razão, seus testemunhos não foram registrados. Descobriu-se 


a 
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mais tarde durante o julgamento que os biscoitos foram roubados só por um dos réus e que, 
além disso, só o culpado falou a verdade. Quem roubou os biscoitos 


6. Umac 
Prove que 


xa contém lápis de pelo menos duas cores diferentes e de dois tamanhos diferentes. 
em dois lápis que diferem tanto em cor quanto em tamanho. 


7. Temos três urnas contendo bolas: a primeira contém duas bolas brancas, a segunda, duas 
bolas pretas e a terceira, uma bola branca e uma preta. As etiquetas BB, PP e BP foram 
coladas nas urnas de modo que o conteúdo de nenhuma urna corresponde ao de sua etiqueta. 
É possível escolher uma urna de modo que, depois de retirar uma bola dela, sempre possamos 
determinar o conteúdo de cada uma das urna: 


8. Três pessoas — A, B e C — estão sentadas em uma fileira de tal modo que A vê B e C, B 
só vê C e C não vê ninguém, Alguém mostra a essas pessoas 5 bonés — 3 vermelhos e 2 brancos. 
Depois, são colocadas vendas em seus olhos e são colocados três bonés em suas cabeças. Então 
as vendas são retiradas e perguntam a cada uma das pessoas se poderiam determinar a cor 
de seus bonés. Depois que A e B responderam negativamente, C respondeu afirmativamente. 


Jomo isso é possível? 


9. Três amigos — o escultor Branco, o violinista Negro e o artista Ruivo — se encontraram 
em um bar, “É impressionante que um de nós tem cabelos brancos, outro tem cabelos negros e 
o terceiro é ruivo, mas nenhum de nós tem o nome da cor de seu cabelo”, disse a pessoa com 
: Qual a cor do cabelo do artista? 


cabelos negros. “Você tem toda a razão,” respondeu Brar 


* * * 
Os oito problemas a seguir se passam em uma ilha onde todos os habitantes inceros” 
que sempre dizem a verdade on “mentirosos” que sempre mentem (para mais problemas deste 
tipo, veja [16]). 


10. A pessoa A disse “Eu son mentiroso”. Ele é um habitante da nossa ilha? 


11. Qual é a pergunta que se pode fazer a um habitante da ilha para des 
para a cidade dos sinceros ou para a cidade dos mentirosos? 


cobrir para onde 


12. Qual é a pergunta que se pode fazer a um ilhéu para descobrir se ele tem um crocodilo 
de estimação 


13. Suponha que na língua da ilha as palavras “sim” e “não” soam como “flip” e “flop”, mas 


não sabemos qual é qual. Qual é a pergunta que se pode fazer a um ilhéu para descobrir se ele 


é sincero ou se é mentiroso? 


14. Qualéa pergunta que sı 
empre “flip”? 


pode fazer a um habitante da ilha de modo que a resposta s 


15. Um ilhéu A, na presença de outro ilhéu B, diz: “Pelo menos um de nós é mentiroso.” A 
incero ou é mentiroso? E que podemos dizer sobre B? 
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osa 


16. Três pes 
estrangeira (uma pessoa normal), que às vezes fala a verdade e outras vezes mente. 


oas À, Be C estão reunidas. Uma delas é sincera, outra é menti 


“Eu sou uma pessoa normal.” 


“A e C algum 


vezes dizem a verdade.” 
soa normal.” 
»ssoas, quem é sincera, quem é mentirosa e quem é uma pessoa normal? 


E 


17. Diversos ilhéus se encontraram em uma conferência e cada um deles diz aos outros: 
“Vocês são todos mentirosos”. Quantas pessoas sinceras pode haver nesta conferência? 


82. Construções e pesos 


Problemas matemáticos e lógicos cuja solução consiste em uma construção particular são 
muito comuns e úteis. Uma construção particular poderia ser a criação de um exemplo. Os 


estudantes devem compreender que uma construção pode servir como uma solução completa 


para problemas de certo tipo (como os que começam com as palavras “É possível ...?"). Tais 
problemas são muito bons para estudantes mais jovens, que podem levar bastante tempo ten- 
tando encontrar uma solução construtiva para uma questão complicada ou um quebra-cabeça 


difícil. 


a ovos: um marea 7 minutos e o outro marca 11 minutos. 


18. Temos dois cronômetros pa 


Precisamos cozinhar um ovo durante exatamente 15 minutos. Como podemos marcar es 
tempo usando apenas estes dois cronômetros? 


19. O elevador em um prédio com vinte andares tem dois botões. O elevador sobe 13 andare 
8 andares quando se aperta o segundo (um botão 
suficientes para subir ou descer). Como podemos chegar 


quando se aperta o primeiro botão e de: 


não funciona se não existirem andares s 


no oitavo andar a partir do décimo terceiro? 


20. O número 458 está escrito em um quadro negro. São permitidas duas operações: dobrar 
o número no quadro ou apag; u último algarismo, Como podemos obter o número 14 usando 
estas operações? 


21. Cartas com os números 7, 8, 9, 4, 5, 6, 1, 2e 3 os 
É permitido escolher diversas cartas consecutivas e rearrumá-las na ordem inversa. É po 


obter o arranjo 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 depois de três dessas operaç 


22. Os números de 1 a 16 estão escritos nas células de uma tabela 4 x 4 como mostra a 
Figura 58 (a). São permitidas duas operações: aumentar todos os números em uma linha de 


ão dispostas em fila na ordem indicada. 


vel 


es? 


uma unidade ou diminuir todos os números em uma coluna de uma unidade. E possível obter 
a tabela ilustrada na Figura 58 (b) usando estas operações? 


23. E possível escrever os números de 1 a 100 em uma fileira de tal modo que a diferença 
(positiva) entre dois números vizinhos quaisquer não é menor do que 50? 


24. Divida um conjunto de pedras pesando Tg, 2g, 3g, ..., 555g em três montes de mesmo 
peso. 
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Figura 58 


25. Preencha as células de uma tabela 4 x 4 com números diferentes de zero de modo que a 
soma dos números nas quinas de quaisquer quadrados 2 x 2,3 x 3 ou 4 x 4 seja zero. 


26. É possível etiquetar as arestas de um cubo usando os números de 1 a 12 de tal modo que 
as somas dos números em duas faces quaisquer do cubo sejam iguais? 


27* E possível colocar os números de 0 a 9 nos círculos na Figura 59 sem repetições de modo 
que todas as somas dos números nos vértices dos triângulos hachurados sejam iguais? 


28. Prove que podemos retirar diversos algarismos no início e no final do número com 
quatrocentos algarismos 84198419... 8419 de tal modo que a soma dos algarismos remanescentes 


seja 1984. 


29. Encontre um número de dois algarismos tal que a soma de seus alge 
quando o número é multiplicado por qualquer número com um algarismo. 


smos não muda 


30. Existem dois números naturais consecutivos tais que as somas de seus algarismos são 


ambas divisíveis por 7? 


é menor 


; números positivos cuja soma é 1 e a soma de seus quadrados 


31. Existem divers 
do que 0,01? 
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32. Um castelo consiste em um quadrado 8x 8 dividido em 64 salas quadradas idênticas tendo 
uma porta em cada parede. Originalmente, todos os pisos eram brancos. Todas as manhãs um 
pintor passeia pelo castelo pintando todos os pisos em todas as salas pelas quais ele anda; se 
o piso era branco, ele pinta de preto; se o piso era preto, ele pinta de branco. É possível que 
algum dia os pisos estejam coloridos como um tabuleiro de xadrez padrão? 


33. É possível colocar algumas moedas de dez centavos sobre uma mesa de moda que cada 
moeda encoste em exatamente três ontras moedas? 


34. Em um armazém do cais do porto, N containers marcados de 1 a N estão arrumados 
em duas pilhas. Um guindaste pode levantar diversos containers do topo de uma das pilhas e 
colocá-los no topo da outra. Prove que todos os containers podem ser arrumados em uma pilha 
em ordem crescente de seus números com 2N — 1 operações deste tipo. 


* * * 


Muitos problemas envolvendo pesagem estão intimamente relacionados a problemas de cons- 
trução. Ao resolver este tipo de problema, não podemos desprezar nem os casos mais simpl 
ou menos prováveis. Argumentos como “Vamos considerar o pior caso” são, em geral, muito 
vagos e inaceitáveis. 

Em todos os problemas deste conjunto, consideramos “uma pesagem” como sendo feita 
em uma balança padrão com dois braços, mas sem marcação nem pesos, a menos que se diga 
explicitamente o contrário. 


35. Temos 9 moedas, uma das quais é falsa (ela é mais leve do que as outras). Encontre a 
moeda falsa em duas pesagens. 


36. Temos 10 sacos com moedas. Um deles só contém moedas falsas e cada uma delas é 1 
grama mais leve do que uma moeda legítima. Fazendo apenas uma pesagem em uma balança 
com marcação mostrando a diferença de pesos nos dois braços, encontre o saco contendo as 
moedas falsas. 


37. Temos 101 moedas e só uma delas tem peso diferente das outras (as legítimas). Preci- 
samos determinar se esta moeda falsa é mais pesada ou mais leve do que uma moeda legítima. 
Como podemos fa: so em duas pesagens? 


i 


38. Temos 6 moedas; duas delas são falsa e mais leves do que as legítimas. Usando três 
pesagens, identifique as duas moedas falsas. 


39. Temos 10 sacos com moedas e alguns desses sacos só contêm moedas falsas. Uma moeda 
falsa é 1g mais leve do que uma legítima. Sabe-se que um dos sacos só contém moedas legítimas. 
Fazendo apenas uma pesagem em uma balança que mede o peso (ou seja, não é uma balança 
com dois braços como nos outros problemas), identifique os sacos contendo moedas falsas e os 
contendo moedas legitimas. 


40. Temos 5 moedas, três das quais são legítimas. Das duas falsas, uma é mais pesada que 


uma legítima e a outra é mais leve. Fazendo três pesagens, encontre as duas moedas falsas. 


41. Temos 68 moedas com pesos diferentes. Fazendo 100 pesagens, encontre a moeda mais 
pesada e a mais leve. 
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42. Temos 64 pedras com pesos diferentes. Fazendo 68 pesagens, encontre a pedra mais 
pesada e a segunda mais pesada. 


43. Temos 6 pesos: dois verdes, dois vermelhos e dois brancos. Em cada par, um dos pesos 
é mais pesado do que o outro. Todos os três pesos mais pesados tèm o mesmo peso e todos os 
três pesos mais leves também têm o mesmo peso. Fazendo duas pesagens, identifique os pesos 


que são mais pesados. 


44. Temos 6 moedas, duas das quais são falsas: elas são 0, Tg mais pesadas do que moedas 
legítimas. Os braços de uma balança só ficam desequilibrados se a diferença dos pesos é de pelo 
menos 0,2g. Encontre as duas mocdas falsas fazendo quatro pesagens. 


45. a) Temos 16 moedas. Uma delas é falsa: cla tem peso diferente do peso de uma moeda 
legítima, mas não sabemos se ela é mais pesada ou mais leve. Encontre a moeda falsa fazendo 
quatro pesagens. 

b)* Temos 12 moedas. Uma delas é falsa: ela tem peso diferente do peso de uma moeda 
legítima, mas não sabemos se cla é mais pesada ou mais leve. Encontre a moeda falsa fazendo 
três pesagens. 


46* Em um julgamento, foram apresentadas 14 moedas como provas. A juíza sabe que 
exatamente 7delas são falsas e pesam menos do que moedas legítimas. Uma advogada afirma 
saber quais moedas são falsas e quais são legítimas, e vai ter que provar. Como ela pode fazer 
isto só com três pesagens? 


$3. Problemas de geometria 


Os problemas nesta seção podem ser divididos naturalmente em dois conjuntos. O primeiro 
(Problemas 47-57) continua a seção anterior: é dedicado a construções geométricas. O segundo 
conjunto contém problemas de geometria que são mais “padrão”. 


47. Desenhe uma linha formada por 4 segmentos de reta contendo todos os 9 pontos na 
Figura 60. 


Figura 60 


48. Corte um quadrado em 5 retângulos de tal modo que nenhum par deles tem um lado 
completo em comum (mas podem ter partes de seus lados em comum). 


49. E possível desenhar uma linha fechada formada por 8 segmentos de reta de modo que a 
linha intersecta cada um de seus segmentos exatamente uma vez? 
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50. E possível cortar um quadrado em diversos triângulos obtusos' 


51. E verdade que, entre 10 segmentos de reta quaisquer, sempre existem 3 que podem 
formar um triângulo? 
52. Um rei quer construir 6 fortalezas e ligar cada par delas por uma estrada. Desenhe um 


mapa de fortalez adas de modo que só existam 3 cruzamentos, cada um deles formado 
por 2 estradas que se intersectam. 


53. È possível escolher 6 pontos no plano e ligá-los por segmentos disjuntos (isto é, por 
segmentos que não têm pontos internos em comum) de modo que cada ponto esteja ligado a 
exatamente 4 outros pontos? 


54. Podemos ladrilhar o plano com pentágonos congruentes? 
55. Corte um retângulo 3 x 9 em 8 quadrados. 
56. Prove que um quadrado pode ser dividido em 1989 quadrados. 


57. Corte um triângulo arbitrário em 3 partes de modo que as partes podem ser arrumadas 
para formar um retângulo. 


58. Em um triângulo ABC, são dados os pontos M e K nos lados AB e BC, respectiva- 
mente. Os segmentos AK e CM se intersectam no ponto O. Prove que, se OM = OK e 
ZKAC = ZMCA, então o triângulo ABC é isósceles. 


59. A altura AK, a bissetriz BH e a mediana CM de um triângulo ABC se intersectam em 
um ponto O e AO = BO. Prove que o triângulo ABC é equilátero, 


60. No hexágono ABCDEF, os triângulos ABC, ABF, FED, CDB, FEA e CDE são congruen- 
tes. Prove que AD, BE e CF iguais 


as diagona 


61. Em um triângulo ABC com todos os s senha-se a altura CH e a mediana 
BK. Supondo que BK = CH e ZKBC = ZHCB, prove que o triângulo ABC é equilátero. 


62. As diagonais AC e BD de um quadrilátero ABCD se intersectam no ponto O. Os 
perímetros dos triângulos ABC e ABD são iguais, assim como os perímetros dos triângulos 
ACD e BCD. Prove que AO = BO. 


63. Prove que a estrela na Figura 61 não pode ser desenhada de modo a satisfazer as seguintes 
desigualdades: BC > AB, DE > CD, FG > EF, HI > GH, KA > IK. 


$4. Problemas envolvendo inteiros 


Este tópico já foi discutido no capítulo “Divisibilidade e Restos”. No entanto, e 
problemas interessantes envolvendo os inteiros que achamos necessário juntar alguns deles nesta 
seção. Por exemplo, o conjunto de problemas do 70 até o 84 é simplesmente uma extensão do 
capítulo sobre divisibilidade. Outros problemas tratam de temas novos. 


istem tantos 
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Figura 61 


64. Se todos os meninos de uma classe comprarem um pão de queijo e todas as meninas 
comprarem um sanduíche, eles gastarão um centavo a menos do que se todos os meninos com- 
prarem um sanduíche e todas as meninas comprarem um pão de queijo. Sabemos que o número 
de meninos na classe é maior do que o número de meninas, Encontre a diferem: 


65. 175 miniaturas de Viscondes de Sabugosa custam mais do que 126 miniaturas de Emílias. 
Prove que você não pode comprar três Viscondes e uma Emília por um real, 


66. Em uma classe, todo menino é amigo de exatamente três meninas e toda menina é amiga 
de exatamente dois meninos. Sabe-se que a sala só tem 19 mesas (que podem ser usadas por 
dois alunos no máximo) e que 31 dos alunos nesta classe estudam francês. Quantos estudantes 
tem esta classe? 


67. Dois times disputam um declato. Em cada competição, o time vencedor ganha 4 pontos, 
o time perdedor ganha 1 ponto e ambos os times ganham 2 pontos se houver empate. Depois 
das 10 competições, os dois times têm, juntos, 46 pontos. Quantos empates houveram? 


68. Quatro amigos compraram um bote. O primeiro pagou metade do total pago pelos 
outros; o segundo pagou um terço do total pago pelos outros; o terceiro pagou um quarto do 
total pago pelos outros e o quarto amigo pagou 130 reais. Qual foi o preço do bote e quanto 
cada um dos amigos pagou? 


69. A estrada que liga dois vilarejos em uma montanha só sobe ou só desce. Um ônibus 
sempre viaja a 15 km/h subindo e a 30 km/h descendo. Encontre a distância entre os vilarejos 
e o ônibus leva exatamente 4 horas para fazer a viagem completa de ida e volta. 


70. Existem números naturais a e b tais que ab(a — b) = 45.045? 
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71l. 'amos denotar a soma de três números naturais consecutivos por a e a soma dos próximos 
três números naturais consecutivos por b. O produto ab pode ser igual a 111.111.111? 


72. Prove que o último algarismo não nulo do número 1985! é par. 


73. Os números naturais x e y satisfazem a relação 34x = 43y. Prove que o número x + y 
composto. 


74. Existem inteiros não nulos a e b tais que um deles é divisível pela soma deles, enquanto 
que o outro é divisível pela diferença entre eles? 


75. Os núm 


əs primos p e q e o número natural n satisfazem a seguinte igualdade: 
1a 1 1 

dit 
p q pa n 


Encontre esses números. 


76. Prove que um número natural cuja representação decimal tem um algarismo igual a 
1, dois algarismos iguais a 2, três iguais a 3, ..., nove iguais a 9 não pode ser um quadrado 
perfeito. 


TT. “ada um dos números naturais a, b, c e d é divisível por ab — cd. Prove que ab — cd é 
igual a 1 ou iguala —1. 
78. Em determinado país, estão em circulação quatro tipos de notas: 1 dólar, 10 dólares, 100 


dólares e 1000 dólares. É possível pagar um milhão de dólar 
de notas? 


79. O número 1 está escrito em um quadro negro. Depois de cada segundo, o número no 
quadro é aumentado pela soma de seus algarismos. É po 
123456 esteja escrito no quadro? 


s usando exatamente meio milhão 


ante, o número 


sível que, em algum ins 


80. Prove que o número 3.999.991 não é primo. 


81. a) Encontre um número com sete algarismos, todos diferentes, que é divisível por cada 
um de seus algarismos. 
b) Existe um número com oito algarismos que tenha a me: 


na propriedade! 


82. Calculamos a soma dos algarismos do número 190°, Depois encontramos a soma dos 
algarismos do resultado, etc., até termos um único algarismo. Qual é este algarismo 


83. Prove que o resto da divisão de qualquer número primo por 30 é igual a 1 ou iguala um 
número primo. 


84. Existe um número natural tal que o produto de seus algarismos seja igual a 19807 


85. Um número natural termina com o algarismo 2. Se movermos este último algarismo 2 
para o início do número, então o número terá seu valor dobrado. Encontre o menor número 
com esta propriedade. 


86. Dado um número com seis algarismos abcdef tal que abc — def é divisível por 7, prove 
o propriamente dito também é divisível por 7. 


que o núm 
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87. Encontre o menor número natural que é 4 vezes menor do que o número escrito com os 
mesmos algarismos, mas em ordem inversa. 


algarismos tal que o primeiro e o último algarismos diferem 
por pelo menos 2. Encontramos a diferença entre este número e o número escrito com os mesmo 
algarismos, mas em ordem inversa. Depois somamos o resultado ao número com os algarismos 
em ordem inversa. Prove que esta soma é igual a 1089, 


88. E dado um número com t: 


* * * 


2300 ou 320 


31 ou 17147 


89. Qual dos número é maio! 


90. Qual dos número é maior: 


91. Qual dos número é maior: 50º? ou 991? 


92. Qual dos número é maior: 888...88x333...3301444...44x 666...67 (cada um desses 
números tem 1989 algarismos)? 


: os que podem ser repre- 
que não podem? 


ão mais numerosos 
algarismos ou c 


93. Que tipo de números com seis algarismo: 
sentados como o produto de dois números com trê 


94. São dados diversos triângulos de papel idênticos. Os vértices de cada um estão marcados 
com os números 1, 2 e 3. Eles estão arrumados de modo a formar um prisma triangular. È 


possível que todas as somas dos números ao longo das arestas do pris am iguais a 55? 


95. Podemos colocar 15 inteiros ao longo de um círeulo de modo que a soma de 4 números 
consecutivos quaisquer é sempre igual a Tou a 3? 


96* Encontre mil números naturais tais que sua soma seja igual a seu produto, 


97. Os números 218? e 5198? estão escritos um depois do outro. Quantos algarismos estão 
escritos no todo? 


98. Um bilhete para ônibus (cujo número, na Rússia, consiste em 6 algarismos arbitrários) é 


mos é igual à soma dos três últimos. Prove que 
us algarismos 


dito “sortudo” se a soma dos três primeiros alga: 


o número de bilhetes “sortudos” é igual ao número de bilhetes com a soma de s 


igual a 27. 


85. Miscelânea 


Sabemos 
sas 


99. Em uma classe, quatorze alunos estudam espanhol e oito estudam francês. 
que três alunos estudam as duas línguas. Se todos os alunos estudam pelo menos uma d 
línguas, quantos alunos tem a classe? 


100. O plano é colorido usando duas cores. Prove que existem dois pontos coloridos com a 


mesma cor que determinam uma distância de exatamente 1 metro. 
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101. Uma reta está colorida com duas cores. Prove que podemos encontrar um segmento de 
comprimento diferente de zero tal que suas extremidades e ponto médio têm a mesma cor. 


102.  Forma-se um quadrado 8 x 8 com dominós 1 x 2. Prove que algum par deles forma um 
quadrado 2 x 2. 


103. Uma tabela 3 x 3 é preenchida com números. E permitido somar 1 a cada número em 


qualquer quadrado 2 x 2, E possível, usando es 
partir de uma tabe 


as operações, obter a tabela na Pigura 62 a 
a preenchida inicialmente com zeros? 


4 19|]5 
10 | 18 | 12 
618| 7 


FIGURA 62 


104. Dizemos que um ônibus está superlotado se contiver mais de 50% do número máximo 
permitido de passageiros em seu interior. Um grupo de crianças pega diversos ônibus para um 
acampamento. O que é maior: o percentual de ônibus superlotados ou o percentual de crianças 
em ônibus supe! 


105. São compilad 
do ensino médio (cobrindo sı 
existam exatamente três que: 
Qual o número máximo po: 


106. Em uma 
retangular. Depois disto, foi escolhido o aluno mais alto em cada linha e, entre estes 


anos ao todo) de modo que cada lista contenha oito questões e 
des em cada ano que não são usadas nas listas para os outros anos. 


ível de questões usadas pelo comitê encarregado dos problemas? 


scola, todos os alunos foram agrupados e colocados formando um arranjo 
, José da 
Silva foi o mais baixo. Depois foi escolhido o aluno mais baixo de cada coluna e Maria de Souza 
foi a mais alta entre eles. Quem é mais alto: José ou Maria? 


107. Uma fileira contém trinta cade 
das cadeiras vazias. Depois disso, se uma das cadeiras vizinhas está ocupada, uma das pes: 
sentada numa dessas cadeiras vizinhas se levanta e sai. Qual o número máximo de cadeiras que 
podem ser ocupadas simultaneamente se, originalmente, 

a) todas as cadeiras estão vazias? 


b) € 


108. São colocados três peões nos vértices de um pentágono. Um peão pode se mover ao 
longo de qualquer diagonal do pentágono para qualquer vértice livr É possível que, depois de 
vários movimentos deste tipo, um dos peões esteja em sua posição original, mas os outros dois 
tenham trocado de lugar? 


s. De vez em quando, uma pessoa vem e senta em uma 
soas 


cadeiras estão ocupadas? 
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109. Nenhum dos números a, b, c, d, e ou f é igual a zero. Prove que existem números 
positivos e negativos no conjunto formado pelos números ab, cd, ef, —ac, —be e —df. 


110* O Professor Rubik dividiu seu cubo famoso 3 x 3 x 3 com um machado. Qual o menor 
número possível de machadadas que ele tem que dar para dividir o cubo em 27 cubos pequenos 
se ele puder colocar algumas peças em cima de outras entre as machadadas? 


111. Os quadradinhos de uma folha de papel quadriculado estão coloridos com oito cores 
diferentes. Prove que é possível encontrar uma figura como a ilustrada na Figura 63 que contém 
dois quadradinhos da mesma cor. 


FIGURA 6: 


números de em 


112. E dado um número de s nos. Quantos 
que produzem este número se for retirado um algarismo? 


113. Quantos bilhetes para ônibus você tem que comprar para ter certeza de tirar um bilhete 
“sortudo”? (Veja o Problema 98 para a definição de bilhete “sortudo”. Os bilhetes são numerados 
consecntivamente e o de número 999999 é seguido pelo de número 000000). 


algarismos exis 


114* Durante um torneio de vôlei, cada time tinha que jogar com cada outro time exatamente 
uma vez. Dizemos que o time À é melhor do que o time B se À venceu B ou se existe um time 
C tal que A venceu C e C venceu B. Prove que o time que venceu o torneio é melhor do que 
qualquer outro time. 


115* Um retângulo 20x30 é cortado de uma folha de papel quadriculado. É possível desenhar 
uma reta que intersecta os interiores de 30 quadradinhos do retângulo? 
116. Os números naturais de 1 a 64 estão es 


cada número está escrito exatamente uma vez. Prove que existe um 
tais que os números escritos neles diferem por, pelo menos, 5. 


ritos nos quadrados de um tabuleiro de xadrez e 
r de quadrados vizinhos 


CAPÍTULO 9 
Indução 


I. S. Rubanov 


§1. Processo e método de indução 


(Uma Introdução para Professores). Quase todo o mundo alguma vez se divertiu 
enfileirando dominós e depois empurrando-os para começar uma onda. Você empurra o primeiro 
dominó e ele empurra o segundo, o segundo empurra o terceiro e assim por diante, até todos 
os dominós cairem. Agora vamos mudar o conjunto de dominós para uma série infinita de 
proposições: Pı, P2, P3, ..., numeradas pelos inteiros positivos. Suponha que podemos provar 
que: 

(B): a primeira proposição da série é verdadeira; 

(1): a veracidade de cada proposição na série implica a vera lade da próxima proposição. 

Mas isto significa que provamos todas as proposições na série. De fato, podemos “empurrar 
o primeiro dominó”, i.e., provar a primeira afirmação (B), e então a afirmação (I) significa que 
cada dominó, ao cair, empurra o próximo. Qualquer que seja o “dominó” (proposição) que 
lhermos, ele será finalmente atingido por esta onda de “dominós caindo”(demonstrações ). 
Esta é uma descrição do método de indução matemática (MIM). A parte (B) é chamada de 
base da indução ou passo básico e a parte (1) é o passo indutivo. Nosso argumento com a onda 
de dominós caindo mostra que o passo (1) é uma versão abreviada da cadeia de implicações (ou 
teoremas) ilustrada a seguir: 


Pi P2 P3—... Pk Pr nei 


Chamaremos as implic; 
sivas — “o proci so pode ser representado visualmente como uma 
onda de demonstrações, indo de afirmação para afirmação ao longo de uma cadeia de teoremas. 


çõ 
sso de indução”. Este proce: 


nesta cadeia de “passos” e o proc 


o de suas demonstrações suces- 


Psicologicamente, a natureza intrínseca da indução está em seu processo. Como podemos 
ensinar isto? Tentaremos mostrar em um diálogo entre professor (“P”) e estudante (“E”) parecido 
com uma sessão de fato de um círculo matemático. Ao final do diálogo, são feitos alguns 
comentários metodológicos para o professor (referências para estes comentários estão indicadas 
no texto do diálogo). 
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Problema 1. P: Foi retirado um quadradinho de um quadrado 16x 16 de papel quadriculado. 


Prove que a figura obtida pode ser recortada em triminós (veja o Problema 10 do Capítulo 4) 


j 


ou “cantos” (veja a Figura 64 


Figura 64 


E: Isso é fácil — qualquer “canto” é formado por três quadradinhos e 162 — 1 é divisível por 


P: Já que é tão fácil, você poderia recortar uma faixa 1 x 6 em “cantos”? Seis também é 
ível por três! 

E: Umm ...De fato, 
problema." 

P: Tudo bem, você não sabe resolver este problema. Talvez você possa pensar em um 
problema semelhante, mas mais fácil? 

E: Bom, a gente poderia considerar outro quadrado menor, por exemplo um 4 x 4. 

P: Ou 2 x 2212) 

E: Mas não temos que provar nada nes 
vai sobrar um “canto”. Para que fazer isso? 

P: Agora tente resolver o problema com um quadrado 4 x 4. 

E: Um quadrado 4 x 4 pode ser dividido em quatro quadrados 2 x 2. É claro o que fazer 
com o que tem o quadradinho faltando. Mas e os outros tr: 

P: Tente cortar um “canto” deles no centro do quadrado grande (veja a Figura 65). 


divis 


não deveria ter dito isso, Não sei muito bem como resolver este 


e caso — quando retirar qualquer quadradinho só 


E: Entendi! Cada um deles perderia um quadradinho e se transformaria em um “canto”. 
Então podemos resolver o problema para um quadrado 4 x 4. E agora? 

P: Tente um quadrado 8 x 8. Ele pode ser dividido em quatro quadrados 4 x 4, Use isto. 

E: Bom, podemos argumentar como antes. Um dos quadrados tem um quadradinho fal- 
tando. Já provamos que este pode ser dividido em “cantos”. Os outros três vão ter um quadra- 
dinho faltando depois que cortarmos um “canto” no centro do quadrado 8 x 8 — mas aí a gente 
também pode recortá-los em “cantos”! 

P: Percebe agora como resolver o problema original? 
Claro. Dividimos o quadrado 16 x 16 em quatro quadrados 8 x 8. Um deles tem um 
quadradinho faltando. Acabamos de provar que ele pode ser recortado em “ cantos”, certo? 
Então cortamos um “canto” no centro do quadrado grande e obtemos mais três quadrados 8 x 8 
sem um quadradinho, logo eles podem ser recortados em “cantos”. É isso! 
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FIGURA 65 


P: Ainda não. Resolvemos este problema construindo “pontes” a partir de questões seme- 
lhantes, porém mais simples. Poderíamos construir 


ais pontes mais uma vez, para questões 
mais complicadas?) 

E: Poderíamos. Vamos provar que podemos recortar um quadrado 32 x 32 em “cantos”. 
Basta dividi-lo mentalmente em quatro quadrados 16 x 16 . 

P: Muito bem! Mas ... podemos continuar? 

E: Certamente. tendo demonstrado a proposição para um quadrado 32 x 32, podemos 
deduzir, da mesma forma, como recortar um quadrado 64 x 64, depois um quadrado 128 x 128 
e assim por diante ... 

P: Assim temos uma cadeia infinita de proposições 
Podemos dizer que demonstramos todos esses casos? 


sobre quadrados de tamanhos diferentes. 


E: Podemos. Primeiro, provamos a primeira afirmação na cadeia sobre um quadrado 
2x2. Depois deduzimos a segunda proposição dela, depois a terceira da segunda, cte. Parece 
bastante claro que 

seguindo esta cadeia chegaremos a qualquer das afirmações; portanto, 


todas el o verdadei 
P: Certo, Parece uma “onda de demonstrações” percorrendo a cadeia de teoremas: 2x 2 
4x4 — 8x8 — .... É evidente que a “onda” não vai pular nenhuma afirmação nesta cadeia. 
* * * 


Observações Metodológicas. Alguns comentários sobre o diálogo acima. 


Comentário M2 1. Quando o estudante “provou” a afirmação do problema usando divisi 
bilidade por 3, o professor encontrou um problema de sala de aula típico — como explicar 
a natureza do erro sem revelar demais. O professor resolve esta dificul 
exemplo preparado antes. É sempre útil perceber tais obstáculos e saber como evitá-los. Isto 
tem que ser feito naturalmente, sem perder o fio da meada que leva à solução. 


le com um contra- 


Comentário Nº 2. Esta réplica não é acidental. Dificilmente o estudante vai considerar o caso 


2x2 como algo importante — não é nem um problema mesmo (encontraremos esta atitude 
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psicológica muitas vezes). Entretanto, o professor sabe que este caso é o mais fácil para se 
começar. 

Comentário N'º3. O esquema “passo-a-passo” a seguir aparece nesta parte do diálogo: 


2x2-5dx4 8x8 — 16x16. 


Temos aqui o início do processo de indução: a base 2 x 2 e os três primeiros passos. É essencial 
que façamos um número suficiente de passos de indução para que o estudante perceba uma 
analogia. Agora, depois da dica, ele é capaz de desenvolver todo o processo de indução. 


De fato, existem outras soluções indutivas para este problema, mas elas não trariam nenhum 
benefício educacional, já que a noção de indução nelas não está tão clara como na solução dada 
acima. O professor então leva o estudante para longe delas através de dicas direcionadas. O 
professor aqui fez seu papel de maneira bem precisa: algumas vezes afasta o estudante de uma 
analogia enganosa, economizando tempo e energia. A discrição é muito importante: quanto 
mais o aluno faz sozinho, melhor. 


Vamos resumir os resultados. O estudante (mas esta é a responsabilidade do professor, em 
geral) explicou o esquema do MIM. A afirmação sublinhada (“seguindo esta cadeia chegaremos a 
qualquer das afirmações”) nada mais é do que uma proposição informal do princípio de indução 
matemática, que é a pedra fundamental do MIM. Você pode ler sobre o aspecto formal disso 
em qualquer dos livros [76, 78, 79]. Devemos avisar, no entanto, que não é uma boa ideia 
falar sobre isso logo no início da discussão. Pode ser prematuro, ou até prejudicial, já que a 
formalização desta afirmação intuitivamente clara pode levar a sentimentos de incompreensão 
e insegurança. Ao contrário, precisamos fazer tudo ao nosso alcance para tornar este esquema 
o mais evidente e claro possível. Além da “onda” e dos dominós (veja a Figura 66), outras 
analogias úteis incluem subir uma escada, fechar um zíper, e 


—> 


FIGURA 6 


* * * 


Vamos continuar com nosso diálogo: 
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P: Então acabamos de provar uma série infinita de afirmações sobre a possibilidade de 
recortar quadrados em “cantos”. Agora vamos escrever todas essas proposições, sem nenhum 
ato"; 

E: Mas... certamente vai acabar o papel. 

P: De fato, acabaria se fôssemos escrever cada afirmação separadamente, Mas todas as 
ão semelhantes. A única diferença é no tamanho dos quadrados. Este fato nos 
ar a cadeia inteira em apenas uma linha: 

(*) Um quadrado 2" x 2" com um quadradinho faltando pode ser recortado em 
“cantos”. 

Temos aqui a variável n. Cada proposição na no 
n por um número, 
é a décima propc 

E: Fazemos n = 10 para obter a afirmação sobre o quadrado 2!º x 21º, ou seja, o quadrado 
1024 x 1024. 

P: Considere isso: uma variável é uma coisa bastante comum, mas é realmente muito 
poderosa — ela nos permite sintetizar uma cadeia infinita em uma sentença curta. Então, o 
que é “uma variável"? 

E: É só uma letra ... uma incógnita ... 

P: Lembre-se: esta “letra” denota qualquer espaço vazio, um lugar onde você pode colocar 
diversos números ou objetos. Você também pode considerá-la como um “guarda lugar”. Esses 
números ou objetos que podem ser colocados neste “lugar” são seus valores pos 
exemplo, os valores da variável n em (*) são os números naturais (inteiros positivos). Por isso, 
a sentença (*) substitui a cadeia infinita de proposiçõ 

Agora vamos lembrar a demonstração da cadeia infinita (*). Vamos numerar todas as 
proposições: Pı é a proposição sobre o quadrado 2 x 2, P2 é sobre o quadrado 4 x 4 e assim por 
diante, 

Primeiro demonstramos a proposição Pı. Depois, tratamos da cadeia infinita de teoremas 
semelhantes: se Pı for demonstrada, então P> será verdadeira; se P2 for demonstrada, então 
P3 será verdadeira, ete. Vamos tentar codificar esta cadeia também: “Para qualquer número 
natural nº... 

E: ...se Ph for verdadeira, então Pn+1 também será verdadeira” 

P: E agora, por favor, decodifique esta frase: Pn e Pn 1 denotam o quê? 

E: 

(**) “Qualquer que seja o número natural n, se já demonstramos que o quadrado 
2" x 2º com um quadradinho faltando pode ser recortado em “cantos”, então o 
quadrado 2"+! x 2"t! com um quadradinho faltando também pode ser recortado 
em “cantos”.” 

P: Você pode provar isto? 

E: Acho que sim. Dividimos mentalmente o quadrado 2"* 1 x 294 em quatro quadrados 
2" x 2", Um desses tem um quadradinho faltando e pode ser recortado em “cantos” por 
hipótese. Então cortamos um “canto” no centro do quadrado grande de modo que contenha um 
quadradinho de cada um dos outros três quadrados 2" x 2". Depois disso, usamos a hipóte 
novamente! 

P: Muito bem! Note que, quando você provou o teorema geral (**), você provou todos 
os teoremas codificados por (**). Por exemplo, quando n = 1, obtemos nossa demonstração 


proposições 
permite codi 


sa cadeia pode ser obtida ao se substituir 
Por exemplo, n = 5 nos dá a proposição sobre o quadrado 32 x 32. E qual 
o na cadeia? 
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antiga de que a possibilidade de recortar o quadrado 2 x 2 implica a possibilidade de recortar o 
quadrado 4 x 4. Portanto, assim como (**) pode ser considerada como uma codificação de toda 
uma cadeia de teoremas, seu raciocínio pode ser considerado como uma codificação de toda uma 
“onda de demonstrações” desses teoremas. Acho que você entendeu: é útil e mais fácil provar 
uma cadeia de teoremas semelhantes desta maneira. Mas primeiro você precisa aprender como 
expressar uma cadeia de teoremas desta maneira. 


* * * 


O método que aplicamos para resolver o Problema 1 é o que chamamos de MÉTODO DE 
INDUÇÃO MATEMÁTICA (MIM). Qual é sua natureza intrínseca? 

Primeiro, não consideramos a proposição (*) como um único fato, mas como uma série 
infinita de proposições semelhantes. 

Segundo, provamos a primeira proposição na st 
ou “passo básico”. 

Terceiro, dednzimos a segunda proposição da primeira, a terecira da segunda (da mesma 
forma), etc. Este é o “passo indutivo”; (**) é sua forma abreviada. Como, passo a passo, 
podemos chegar a qualquer proposição a partir da base, todas elas são verdadeiras. 


e — ela é chamada de “base da indução” 


“Um método é uma ideia aplicada duas vezes.” 
(G. Polya) 
Para aprender o MIM com sucesso, é necessário, em geral, refazer o cenário acima para 
diversos problemas diferentes. Considere agora mais “problemas-chave”. 


Problema : Prove que o número 111... (243 algarismos iguais a 1) é divisível por 243. 
Dica. Este problema pode ser generalizado como a proposição de que um número escrito com 
3" algarismos iguais a 1 é divisível por 3". 

Base: 111 é divisível por 3. Muitas vezes os alunos começam com a proposição de que 
111.111.111 é divisível por 9 nossa base parece fácil demais para eles. 

Aqui temos dois obstáculos 


a) uma tentativa de generalizar os testes de divisibilidade para 3 e para 9 « usar um “teste” 
incorreto para divisibilidade por 27; 

b) raciocínio do tipo: “se um número for divisível por 3 e por 9, então será divisível por 
27=3x9" 
O tipo correto de passo indutivo é dividir o número escrito com 3"*! algarismos iguais a 1 pelo 
número escrito com 3" algarismos iguais a 1 e verificar que o resultado é um múltiplo de 3. 


Problema 3. Prove que, qualquer que seja o número natural n maior do que 3, existe um 
polígono convexo com n lados e exatamente 3 ângulos agudos. 


Comentário. Este é um bom problema-chave se os estudantes já souberem o fato de que um 
polígono convexo não pode ter mais do que 3 ângulos agudos. A base n = 4 pode ser verificada 
por construção direta. 
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FIGURA 67 
Passo indutivo: vamos “serrar fora” um dos ângulos que não são agudos. Então o número 
de ângulos no polígono aumenta de 1 e todos os ângulos agudos permanecem (veja a Figura 
67). 

Outra maneira de fazer isto — construir um ângulo novo em um dos lado 
mais difícil. Existem também outras soluções (usando polígonos inscritos, por e: 
maioria delas é mais difícil para os estudantes as tornarem precis: 
dar uma dica sobre “serrar fora” um ângulo. 

O enunciado do problema é obviamente verdadeiro para n = 3, mas não adianta começar a 


— é um pouco 
xemplo), mas a 
s. Talvez o professor possa 


indução a partir de 3, já que o método não funciona quando você tenta fazer o passo de n =3 
para n = 4. 
Nosso próximo problema fornece um exemplo de construção por indução. Você pode en- 


contrar mais detalhes em [79]. 


Problema 4. (“Torre de Hanói”) Pedro tem um brinquedo de crianç: 


< O brinquedo tem 
três pinos presos em uma base com n anéis em um dos pinos. Os anéis estão arrumados por 
tamanho, com o maior em baixo de todos (veja a Figura 68). É permitido mover o anel de 
cima (o menor) em qualquer pino para outro pino, mas você não pode colocar um anel maior 


em cima de um menor. Prove que: 


$ 


FIGURA 68 
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a) é possível mover todos os anéis para um dos pinos vazios; 

b) Pedro pode fazer isto com 2" — 1 movimentos; 

e)* não é possível fazer isto com menos movimentos, 

Dica. a), b): A base (n = 1) é fácil. 

Passo indutivo: Temos n = k + 1 anéis. Pela hipótese de indução, podemos mover todos, 
exceto o anel maior, para o terceiro pino com 28 — 1 movimentos. Depois movemos o anel que 
restou para o segundo pino. Depois disso, podemos mover todos os anéis do terceiro pino para o 
segundo com 2*—1 movimentos. Fizemos, ao todo, (281) +1+(2*—1) = 28+! —1 movimentos. 
Vale a pena fazer os primeiros passos da indução “manualmente”, até mesmo usando um modelo 
físico. 

c) Este problema tem que ser usado com cuidado — é mais difícil do que os outros dados 
aqui. A ideia principal da demonstração é que, para mover o anel maior para o segundo pino, 
precisamos primeiro mover todos os outros anéis para o terceiro pino. 

Problema 5. O plano está dividido em regiões por diversas retas. Prove que é possível 
colorir essas regiões com duas cores de modo que quaisquer duas regiões adjacentes tenham cores 
diferentes (dizemos que duas regiões são adjacentes se elas tiverem pelo menos um segmento de 
reta em comum). 

Dica. Aqui encontramos vel explícita para 
a indução. Então deveríamos começar a solução explicitando esta variável escondida. Para isso, 
precisamos reescrever o enunciado da seguinte forma: “O plano á dividido em regiões por 
n retas” A base pode ser n = 1 ou n = 2 (qualquer uma das duas vai funcionar). O passo 
indutivo: remova por um instante a reta (k + 1), colora o mapa obtido, depois recoloque a reta 
removida e troque as cores de todas as regiões de um dos lados da reta. 


outro obstáculo: o enunciado não fornece uma vari 


Para os professores. Os primeiros problemas-chave podem ser discutidos de acordo com o 
o do diálogo acima; ou seja, construindo a cadeia a partir de uma proposição particular. 
alunos devem compreender a natureza intrínseca do processo de indução e a ligação entre 
cadeias de teoremas e proposições usando variáveis inteiras. Se os estudantes não estiverem bem 
preparados, pode-se pular a ideia de construir uma cadeia de passos indutivos. Isto pode ser 


feito mais tarde, em um segundo estágio, cujo objetivo será ensinar os alunos a trabalharem com 
nelhor colocar os problemas de uma 


o passo indutivo em sua forma mais geral, Ao fazer isto, 
forma geral (como nos Problemas 3 e 4). Neste caso já teríamos uma cadeia de proposições e a 
solução pode começar logo pela discussão dos teoremas: “Temos aqui uma cadeia de teoremas. 
Qual é o primeiro teorema? E o quinto? E o 19952?" No entanto, a cadeia de passos indutivos 
deveria ser desenvolvida e generalizada de acordo com o esquema antigo até que os estudantes 


se acostumem com ela e compreendam bem a ligação entre uma cadeia longa e sua forma geral. 


* * * 
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Para recapitular suas experiências com problemas-chave, os estudantes deveriam ter claro 
em suas mentes um 


Plano Geral para Soluções pelo 
Método de Indução Matemática 


1. Encontre, no enunciado do problema, uma série de proposições semelhantes. Se as 
variáveis estiverem escondidas, você deve explicitá-las reformulando o problema. Se não existe 
uma cadeia, invente uma para que o problema seja parte dela. 

2. Prove a primeira proposição (passo básico). 

3. Prove que, qualquer que seja o número natural n, a veracidade da n-ésima proposição 
implica a veracidade da (n + 1)-ésima proposição (passo indutivo). 

4, Uma vez demonstrados os passos básico e indutivo, todas as proposições na série estão 
demonstradas simultaneamente, já que é possível chegar a qualquer uma delas a partir da base 
“passo a passo”. 


O último item neste esquema é o mesmo para todos os problemas, de modo que é pulado, 
muitas vezes. Entretanto, é vital conhecê-lo. Além disso, o primeiro item não é enfatizado, 
mas é natural para as pessoas acostumadas ao MIM; de qualquer modo, recomendamos que os 
estudantes prestem bastante atenção a ele durante algum tempo. 


$2. MIM e conjecturas por analogia 
Vamos continuar nosso diálogo. 


Problema 6. Em quantas partes n retas dividem um plano se duas delas nunca são paralelas 
e três delas nunca se encontram no mesmo ponto? (A Figura 69 mostra um exemplo com n = 5.) 

E: Vamos tentar seguir o esquema. Temos uma cadeia? Parece que sim: em quantas partes 
uma reta divide um plano? E 2 retas? E 3 retas...? 

A base é evidente: uma reta divide um plano em 2 parte 

P: Ou zero retas — em uma parte. 

E: Sem dúvida. Item três — o passo indutivo. . 

P: Entendo seu problema: encontramos uma dificuldade nova. Nos problemas anteriores, 
tratamos de cadeias de afirmações, não cadeias de perguntas. Mas teremos uma cadeia de 
afirmações se dermos resposta hipotéticas, ainda não demonstradas, a essas perguntas. 

: Como podemos fazer isto? 

P: Tente adivinhar uma regra, uma função que nos dê o número de partes Ln em termos do 
número de retas n. Os físicos fariam uma experiência. Nós também podemos faze: 
os números Ln para valores pequenos de n. Vá em frente! 

E: Está bem. Temos Lo = 1, Ly =2, Lz = 4, L3 =7, L4 = 11. Tenho que pensar um pouco 
.... Já sei! Quando você adiciona a n-ésima reta, o número de partes aumenta den. Logo, 
Ln =1+(1+2+...+n). Consegui! 


, calculando 


P: Ainda não. Não se esqueça que você só fez uma conjectura, ainda não a demonstrou. 
Você verificou seu resultado apenas para n = 0, 1, 2, 3, 4. Para todos os 
n, isto é só um “chute” baseado na sua conjectura de que a adição da n-ésima reta aumenta o 
número de partes de n. E se isto estiver errado? A única garantia é uma demonstração. 


outros valores de 
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FIGURA 69 


E: ... pelo método de indução matemática. 


P: Talvez devêssemos melhorar nosso plano da §1 acrescentando outro item: 


la. Se tivermos uma cadeia de perguntas em vez de uma cadeia de afirmações em um 
problema matemático, insira respostas hipotéticas. Você pode adivinhar as respostas experi- 
mentando com as primeiras perguntas na cadeia. Entretanto, depois que você tiver certeza de 
que as respostas estão corretas, não se esqueça de prová-las rigorosamente. 


Agora já sei como fazer. Já provamos a base, certo? Provar o passo indutivo é fácil: a 
n-ésima reta intersecta as outras retas em n — 1 pontos, que dividem a reta em n partes. Logo 
a n-ésima reta divide n das velhas partes do plano em partes novas, 


* * * 


O processo de conjecturar por analogia, demonstrado acima por nosso estudante, é uma 
ferramenta muito poderosa c, algumas vezes, muito perigosa: é tentador imaginar que a regu- 
laridade encontrada corresponde a uma demonstração. Os dois exemplos a seguir fornecem um 
bom remédio para esta doença. 


Problema 7. É verdade que o número n? +n +41 é primo qualquer que seja o número 
natural n? 

Dica. A resposta é não: para n =40 temos 40? +40 +41] = 41? e para n =41, 41? +41 +41 = 
41-43. Mas qualquer um que tentar encontrar uma resposta “experimentando” valores pequenos 
de n chegaria à conclusão oposta, já que esta fórmula fornece números primos para n de 1 até 
39. Este exemplo famoso foi dado por Leonard Euler. 


Problema 8 É dado um conjunto de n pontos em um círculo e cada par de pontos está 
ligado por um segmento. Acontece que três desses segmentos nunca se encontram no mesmo 
ponto. Em quantas partes eles dividem o interior do círculo? 

Dica. Paran = ], 2, 3, 4, 5, obtemos 1, 2, 4, § e 16, respectivamente. Este resultado nos leva à 


fórmula 2071, No entanto, o número de partes é igual, de fato, a HB=H(n=2(n=3)  nin=0 44, 
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Outros exemplos semelhantes podem ser encontrados em [78]. 


$3. Problemas elementares clássicos 


Entre os problemas clássicos do MIM na matemática elementar, podemos distinguir três 
grupos grandes: demonstrações de identidades, demonstrações de desigualdades e demonstr: 
ções de problemas de divisibilidade. Embora suas soluções pelo MIM pareçam bem simples, 
os estudantes encontram, em geral, algumas dificuldades de natureza tanto psicológica quanto 


metodológica. Vamos começar discutindo essas dificuldades. 


P: Vamos discutir um pouco mais o Problema 6. Você gosta da aparência da fórmula 
1+(1+2+3+...+n)? 
E: Não muito. Ela é muito grande, Seria melhor 
(os três pontinhos). 
P: Não tem problema. Você pode provar pelo MIM que 1+2+3+...+n=n(n+1)/2. 
E: Mas... para usar o MIM você precisa de uma cadeia de proposições... 
P: Olhe bem: tem uma variável n na fórmula. Como sabemos, este é um bom sinal de um 
conjunto geral de problemas. Substitua, por exemplo, n por 1995. 
E: Obtemos 1+2 +... + 1995 = 1995 - 1996/2. 
P: Ou seja, uma eq o numérica, sso conjunto geral de problemas consiste em todas 
ıs equações (para n = 1,2,3,..., 1995)! Provar a fórmula significa mostrar que todas essas 
»quações numéricas são verdadeiras. Se fizermos isto, diremos que esta equação é “verdadei 
para todos os valores admissíveis da variável” e a chamaremos de uma identidade. Se uma 
identidade contiver uma variável inteira, você pode tentar prová-la por indução. 
e nossa equação não for válida para algum n? 


e se livrar das ret 


e a gente pudi 


P: Então ela não é uma identidade e não seremos capazes de prová-la — a 


base ou do passo indutivo não vai funcionar. De fato, para distinguir entre identidades e ou 
equações arbitrárias com variáveis, deveríamos dizer algo do tipo “qualquer que seja o número 
natural n... é verdade que ...” antes de cada identidade, mas esta não é a prática usual. Fica 
subentendido que o leitor 

equação condicional. 

E: Bom, vamos aplicar o MIM. Base: n = 1. Então precisamos provar que ... 1+2+...+1 = 
1:2/2=1! 

P: Não! Precisamos provar que 1 = 1-2/2. Você ficou cı 
Ela é boa e conveniente, mas, para n = 1, seu final 2 + 
note que nesta expressão n também denota o número de parcelas na soma, de modo que, quando 
n = 1, só temos uma parcela, que é igual a 1. 

3: Tudo bem, então a base está clara. Vamos para a segunda equação na série. Precisamos 
mostrar que 1+2 = 2.3/2. Isto é fácil: 3 = 3. Vamos agora para a terceira equação: 
14+2+3=3-4/2. Isto também é fácil: 6= 6. E a quarta ... também é outro cálculo simpl 
E agora? Pr s verificar cada equação? Não temos os passos! 

P: Tente reescrever os passos em uma forma geral. 

Eldepois de um tempo): Não consigo. 


sabe, pelo contexto, se estamos falando de uma identidade ou de uma 


nfuso com a expressão 1+2+...+n. 
+n não faz sentido. Por outro lado, 


Para os professores. Para uma pessoa que conhece bem o MIM, a demonstração de identi- 
dades pode parecer trivial. Entretanto, nosso diálogo mostra duas fontes de problemas para os 
idantes. Em primeiro lugar, os estudantes não aceitam, muitas vezes, uma identidade com 
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uma variável inteira como uma cadeia de afirmações. Isto é provavelmente porque identidades 
numéricas simples não são consideradas proposições independentes. Além disso, o que há de 
interessante em uma afirmação como 1+2+3=3.4/2=6? 

Em segundo lugar, é praticamente impossível ver como é a forma geral do passo indutivo. 
De fato, quando você verifica as equações 1-2 =2.3/2,1+243=3 -4/2 etc., não existe 
ligação entre dois fatos sucessivos — você só os verifica. 

Esta é a razão pela qual identidades, apesar de sua simplicidade, não servem como problemas- 
chave. Começar o aprendizado e o ensino de indução matemática a partir delas não é uma boa 
ideia (isto não é muito importante para os alunos realmente excepcionais — eles vão aprender o 
método de qualquer jeito). Por outro lado, identidades são muito úteis na prática porque suas 
demonstrações, em geral, são curtas e claras, 


P: Eu vou ajudar. Imagine que vamos seguir os passos da indução, um após o outro, e a 
que onda de demonstrações chegou até a k-ésima proposição. Qual é esta proposição? 

E: Obtemos 1+2+3+...+k=k(k+1)/2. (4) 

P: Exatamente. Agora me diga, por favor, qual é n próxima proposição, onde a onda de 
demonstrações ainda não chegon? 

E: Certamente, n =k + 1 e obtemos 1+2+...+(k+1)=(k+1)(k+2)/2. 

P: Muito bem. Agora vamos escrever esta proposição da seguinte forma: 


142434. tkt (k+T) = (k+ 42), (##) 


Agora responda: qual seria o próximo passo de indução? 

E: Isso é claro: deduzir (#44) a partir de (#). 

P: Suponha que aprendemos como deduzir (4%) a partir de (4%) para qualquer número 
natural k. Então teríamos todos os passos da indução demonstrados ao mesmo tempo. Isso 
significa que o passo indutivo pode ser enunciado na forma: 

Para qualquer número natural k, a equação 1+2 + 
1+2 +... +(kK+1) = (k+ Mk + 2)/2. 

Em outras palavras: é dada a equação (#) e precisamos provar (44) (se k for um número 
natural arbitrário). Por conveniência, denotamos as expressões à esquerda do sinal de igualdade 
nas equações (7%) e (##) por Sk e Sky1, respectivamente. 

E: A proposição (44) mostra que Sk41 = Sk + (k+ 1) (é por isso que o professor 
a penúltima parcela!). Já vimos que Sp = k(k + 1)/2. Temos, então, 


«+k = k(k + 1)/2 implica a equação 


Skya = jkk D+ (k+) = Mk + 1) +2 +1] J+ Dk+2). 


P: Lembre a ideia útil que usamos para provar o pa indutivo: a expressão à esquerda do 
sinal de igualdade na equação (#4) foi expressa em função da expressão à esquerda do sinal 
de igualdade na equação (4) e depois esta última equação foi usada para se obter o resultado 
desejado. 


Para os professores. Uma outra dificuldade aparece agora em relação às identidades. Pode 
não ser claro para o estudante como fazer um passo “com letras”. O professor em nosso diálogo 
mostrou como superar isso. É importante observar que ele usou outra letra — diferente da 
utilizada no enunciado da identidade — para denotar a variável. O ponto é que a letra k não 
faz o papel de uma variável, mas de um número constante (embora arbitrário) que marca o 
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lugar onde chegamos até o momento na nossa onda de demonstrações. Ela vai se tornar uma 
variável mais tarde, no enunciado geral do passo indutivo. 

Frequentemente, ambas as variáveis, no enunciado da proposição e no passo de indução, 
são denotadas pela mesma letra. Ao enunciar o teorema do passo, são usadas frases do tipo 
“,. agora vamos substituir n por n + 1”. Isto não é recomendável no início, pois desorienta a 
maioria dos estudantes tanto conceitualmente (é difícil ver uma cadeia no enunciado do passo 
indutivo) quanto tecnicamente (não é fácil para um iniciante substituir n por n + 1). 

Agora vamos nos despedir dos personagens em nosso diálogo e continuar a tratar de pro- 
blemas. Os Problemas 9-16 são sobre identidades tendo o número natural n como variável. 


Problema 9. Mostre que 1+3+...+(2n-1)=n?2. 

Problema 10. Mostre que 1? +22 +... +n? =n(n+1)(2n+1)/6. 
Problema 11. Mostre que 1:2+2-:3+...+(n=1)n=(n>n(n+1)/3. 
Problema 12. Mostre que 


+ 1 _n-l 
m=i n 


Problema 13. Mostre que 
Textil [= (xH 1) 1). 


Problema 14. Mostre que 
lg 1 de 1 ln 
a(a+b) (a+b)(a+2b) (a+(mn=1)b)(a+nb) a(a+nb)" 
onde a e b são números naturais quaisquer. 
Problema 15. Mostre que 
m! E (m+ 1)! Era (m+n)! o (m+n+ 1)! 
o! 1! n! n!(m+ 1) 
ondem,n=0,1,2,.... 


Problema 16. Mostre que 


(DD (i-a)=8 


Comentários. Nos Problemas 9-15, a demonstração do passo indutivo é exatamente a 
mesma que no diálogo. Entretanto, no Problema 16, ele pode ser demonstrado mais facilmente 
representando-se a expressão à esquerda do sinal de igualdade na (k + T)-ésima equação não 
como uma soma, mas como o produto da expressão à esquerda do sinal de igualdade na k-ésima 
equação com (1 — plr); Este truque também pode ser útil na demonstração de algumas 


desigualdades (veja a seguir). 

No Problema 11 a base não é n = 1, mas n = 2. Os alunos deveriam perceber que isto não 
influencia o processo de indução. 

No Problema 15, é possível fazer a indução em qualquer das duas variáveis. É instrutivo 
fazer nas duas e depois comparar as demonstrações. Lembre-se de começar do zero! 
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Os Problemas 11 e 12 são casos particulares dos Problemas 15 (param = 2) e 14 (para 
a = b = 1), respectivamente. Com outros valores de m, a e b, obtemos qualquer número 
desejado de exercícios como 11 e 12. Seria sensato deixar que os alunos bons tentem encontrar 
o enunciado do problema geral que produz esses exercícios. 


A maioria das identidades 9-16 tem boas demonstrações não indutivas que não são muito 
difíceis. O Problema 9 tem uma demonstração geométrica elegante (veja a Figura 70). A 
identidade 11 pode ser obtida das identidades 9 e 10. A identidade 13 pode ser demonstrada 
dividindo-se o polinômio x"+! —1 por x— 1 e a identidade 16 pode ser provada por um cálculo 
direto. Para provar a identidade 12, basta notar que a expressão à esquerda do sinal de igualdade 


é igual a 
1 def 1 1 
(1-5) +(3-5) ++ (15 -i) k 


e que esta é uma soma “telescópica”. 


FIGURA 70 


Isso também funciona para outras identidades 
Discussões sobre essas demonstrações alternativas podem ser muito instrutivas para alunos 
que já dominam o MIM. 


Questões de divisibilidade constituem o próximo passo natural em nosso estudo. As técnicas 
para formar enunciados e passos indutivos são semelhantes àquelas usadas para as identidad 
em geral, encontramos o incremento na expressão que está sendo considerada e provamos que é 
divisível por um número dado. Os Problemas 17-19 têm soluções alternativas simples (usando 
aritmética modular). O Problema 22, bastante difícil, pode servir de fonte para diversos exer- 
cícios como 18-19, 

Prove que, para qualquer número natural n: 

Problema 17. n? + (n +1)? + (n + 2) é divisível por 9. 
Problema 18. 32"+248n—9 é divisível por 16. 


Problema 19. 4" +15n—] é divisível por 9. 
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Problema 20. 1124 122n+1 é divisível por 133. 
Problema 21. 23" +1 é divisível por 3"*!, 


Problema 22! ab" + cn + d será divisível pelo inteiro positivo m quando a + d, (b — 1)c e 
ab — a + ¢ forem divisíveis por m. 

Vamos completar nosso trio de temas que são padrão para o MIM com questões envolvendo 
desigualdades. Aqui as demonstrações dos passo indutivos são mais variadas, em geral (veja 
[78]). Prove as desigualdades a seguir 


Problema 23. 2" >n, onde n é um número natural arbitrário. 
Problema 24. Encontre todos os números naturais n tais que 
a) 2" > 2n +1; b) 2” > nê. 


Problema 25. 


1 1 y Ea REL 
E mo 


n+1 n+2 
Problema 26. 2" >1+nv2™l, n=2, 


Problema 27. Prove que o valor absoluto da soma de dive: 
a soma dos valores absolutos desses números. 


Problema 28. (l+x)">1+nx ondex>-1,x£Z0en=2, 
Problema 29. 


M=2 E 


sos números não é maior do que 


DO) guita 


1:3.5...(2n— 1) 1 
24 < 


"6...20 2n+1 
onde n é qualquer número natural, 


Dicas. 23, 24: Para provar o passo indutivo, você pode provar que, para qualquer n, o 
incremento à esquerda do sinal de desigualdade é maior do que o incremento à direita, 

24b: Use 24a para provar o passo. 

25: Prove que a expressão à esquerda da desigualdade é monotonicamente crescente. 

27: A indução pode ser feita no número de parcelas. 

28, 29: Veja a dica para o Problema 16. 


§4. Outros modelos de MIM 


Até agora estivemos usando a versão básica do MIM. Depois que esta versão estiver bem 
compreendida, podemos tentar outras formas mais complicadas da indução. Algumas dessas 
podem ser consideradas corolários da forma básica, mas é mais natural, do ponto de vista 
metodológico, discutí-las separadamente, mantendo em mente a imagem de uma “onda de de- 


monstrações 

Primeiro vamos considerar o método “indução de todos os n < k até n = k+ 1”, algumas 
vezes chamado de “indução forte”. 

No MIM usual, o passo indutivo consiste em deduzir a proposição Pk da proposição 
anterior Ps. Algumas vezes, no entanto, para mostrar a veracidade de Pk+1, precisamos usar 
mais de uma (ou talvez todas) das proposições anteriores, de Pı a Px. Isto é certamente válido, 
já que a onda de demonstrações já chegou em Pk e, portanto, todas as proposições anteriores 
na cadeia já foram demonstradas. Assim, o enunciado do passo indutivo é: 
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(1): Para qualquer número natural k, a veracidade de P4, P2, ... € Pk implica a vera- 
cidade de Pr. 


Considere um exemplo. 


“Problema 30. Prove que todo número natural pode ser representado como uma soma de 
diversas potências distintas de 2. 
Solução. Vamos primeiro provar a base. Se o número dado for iguala 1 ou a 2, então a 
existência da representação descjada é trivial 

Agora vamos denotar o número dado por n e encontrar a maior potência de 2 menor ou 
igual a n. Suponha que é 2"; ou seja, 2™ < n < 2™+1, A diferença d = n — 2™ é menor 
do que n e também menor do que 2™, já que 2041 = 2M 4 2m, Pela hipótese de indução, d 
pode ser representado como uma soma de diversas potências diferentes de 2 e é claro que 2™ é 
grande demais para ser incluído. Logo, somando 2™, obtemos a ão desejada para n. A 
indução está completa. 


Problema 31. Prove que qualquer polígono (não necessariamente convexo) pode ser dividido 
em triângulos por diagonais disjuntas (elas só podem se intersectar nos vértices do polígono). 

Dica. Use indução no número de lados. O passo indutivo baseia-se em um lema que diz que 
todos os polígonos (exceto triângulos) têm pelo menos uma diagonal completamente contida no 
interior do polígono. Tal diagonal divide o polígono em dois polígonos 


com menos lados. 


* * * 


Um outro esquema de MIM é ilustrado pelo problema a seguir. 
Problema 32. Sabe-se que x + 1/x é um inteiro. Prove que x" + 1/x" também é inteiro 
(qualquer que seja o número natural n), 
Solução. Temos 


e, portanto, 


1 
k+1 k 
aii E = (x a) ( 


E claro, então, que a (k+ 1)- 
Assim, o processo de indução s 


ima soma é um inteiro se as duas somas precedentes são inteiras. 
gue como de hábito se verificarmos que as duas primeiras somas, 
x+1/x e x? + 1/x2, são inteiras. Deixamos isto a cargo do leitor. 

, 


Comentário. Uma peculiaridade desta versão do MIM é que o passo indutivo baseia-se em 
duas proposições precedentes em vez de uma. Logo, a base neste caso consiste nas duas primeiras 
proposições na série (é natural usar a palavra base para aqueles segmentos iniciais da cadeia 
onde as proposições têm que ser verificadas diretamente). 


Problema 33. A sequência a1, a2, ..., An, ... de números é tal quea =3,0=5e 
Qn+1 =3an — 20h14 para n > 2. Prove que an =2" +1 para todos os números naturais n. 
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Dica. Veja o Problema 43, mais geral. 


Observação. No Problema 33 e nos próximos três problemas, encontraremos não apenas de- 
monstrações por indução, mas também definições por indução: todos os elementos das sequên- 
cias dadas, exceto pelos poucos primeiros, são definidos por indução, usando os elementos 
precedentes. As sequências definidas desta maneira são ditas recorrentes ou recursivas; veja 
[75] e [77] para mais detalhes. Veja também [79], Capítulo 2, sobre defin » construções e 
cálculos usando indução. 


Problema 34. A sequência (an) é tal que: a = 1,02 = 2, Qn,1 = An — An sen > 2 
Prove que an+6 = An para todos os números naturais n. 
Problema 35. A sequência de números de Fibonacci é definida por 
Fa + Fu se n > 2. Prove que qualquer número natural pode ser repr 
de diversos números de Fibonacci diferentes. 


Fi = F2 = 1 e Fna = 
sentado como a soma 


Problema 36º Prove que o n-ésimo número de Fibonacci é divisível por 3 se e somente se 
n é divisível por 4. 

Dica. Não é fácil provar só este fato por indução. Prove uma afirmação mais geral sobre a 
repetição de restos dos números de Fibonacci módulo 3 (com período 8). Se qu 
sobre números de Fibonacci, veja [75]. 


saber mi 


Problema 37. Um banco tem um suprimento ilimitado de notas de 3 pesos e de 5 pe 
Prove que ele pode pagar qualquer quantia de pesos maior do que 7. 

Dica. Tente indução sobre o número de pesos que o banco tem que pagar. À base consiste em 
três fatos: 8=5+3,9=3+3+3,10=5+5. Passo indutivo: se o banco puder pagar k, 
k+1 e k+2 pesos, então ele pode pagar k +3, k+4 e k+5 pesos. Esta indução com uma base 
composta pode ser dividida em três induções usuais pelo esquema a seguir: 


850U5145..595125155... 0105135165 


Note que uma divisão semelhante é impossível nos Problemas 32-36. 
Existe também uma solução para este problema que não usa indução, baseada nas equações 
3n+1=5+5+3(n-3)e3n+2=5+3(n— 1), mas não é mais fácil do que a solução acima. 


Os três problemas a seguir estão relacionados com o Problema 37. 


Problema 38. É permitido rasgar um pedaço de papel em 4 ou 6 pedaços menores. Prove 
que, seguindo esta regra, você pode rasgar uma folha de papel em qualquer número de pedaços 
maior do que 8. 


Problema 39. Prove que um quadrado qualquer pode ser dividido em n quadrados para 
n>6. 


Problema 40. Prove que um triângulo equilátero pode ser dividido em n triângulos equilá- 
teros para n > 6. 


Comentários. 38: Se rasgarmos um pedaço de papel em 4 ou 6 pedaços menores, então o 
número de pedaços vai aumentar de 3 ou 5, respectivamente. Agora use o método de solução 
do Problema 37. 
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Figura 71 


9, 40: Um quadrado (triângulo equilátero) pode ser dividido em 4 ou 6 quadrados (triângu- 
los equiláteros) como mostra a Figura 71. Logo, o Problema 39 pode ser reduzido ao Problema 
38. Existem outras soluções que não usam indução, baseadas na possibilidade de se dividir um 
quadrado (triângulo equilátero) em qualquer número par (maior do que 2) de quadrados (ou 
triângulos equiláteros) — veja a Figura 72. 


Figura 72 
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Existem outros esquemas de indução ainda mais exóticos. Um exemplo é o método de 
ramificadora” que nos permite provar uma desigualdade extraordinária sobre as médias 


aritmética e geométrica. 


Problema 41 Prove que, quaisquer que sejam os números não negativos X1, X2, ..., Xn, 
Xi tHX2 +... +Xn 
n 

Esboço da demonstração. A base n = 2 é bem simples. Depois você precisa usar passos 
de n = 2% a 2*t! para provar a desigualdade para todo n igual a uma potência de 2. E, 
finalmente, você prova que, se a desigualdade for verdadeira para quaisquer n números, então 
cla será verdadeira para quaisquer n — 1 números. A onda de demonstrações 
acordo com o esquema na Figura 73. 


2 YXIX2... Xn. 


se espalha de 


2-3-4 5-6-7-8 9e.. 
| PN 7 p 


FIGURA 73 


Veja detalhes em [78] (exemplo 24) e também no capítulo “Desigualdades”. 


Esquemas envolvendo “indução de trás para frente” (sobre inteiros negativos) e “indução 
dupla ou bidimensional” (para teoremas envolvendo dois parâmetros naturais) estão ilustradas 
nos Problemas 43 e 44. 


§5. Problemas sem comentários 


Problema 42. São dados dois números naturais relativamente primos m e n, e o número 
0. Uma calculadora só pode executar uma operaç calcular a média aritmética de dois 
números naturais dados se ambos forem pares ou se ambos forem ímpares. Prove que, usando 
esta calculadora, você pode obter todos os números naturais de 1 a n, se puder colocar na 
calculadora só os três números dados inicialmente ou os resultados de cálculos anteriores. 


S 
Problema 43. Para a sequência ay, az, ... do Problema 33, podemos definir elementos 
ao, 0.1, A-2, ... de modo que a equação an+1 = 3an — 2an-1 seja verdadeira para qualquer 
inteiro n (positivo ou negativo). Prove que a igualdade an = 2" +1 ainda será verdadeira para 
todos os inteiros n. 


Problema 44. Prove que 2"+"-2 > mn se m e n forem inteiros positivos 
Problema 45" São dados diversos quadrados. Prove que é possível cortá-los em pedaços e 
arrumá-los de modo a formarem um único quadrado grande. 

Problema 46º Prove que, entre 2"*! números naturais quaisquer, existem 2" números cuja 
soma é divisível por 2", 
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Problema 47. Qual o maior número de regiões em que um plano pode ser dividido por n 
círculos? E por n triângulos? 


Observação. Compare com o Problema 6. Exemplos das divisões desejadas também podem 
ser feitos por indução. 
Problema 48. Diversos círculos estão desenhados em um plano. Desenha-se uma corda em 


cada um deles. Prove que este “mapa” pode ser colorido com três cores de modo que as cores 
de duas regiões adjacentes quaisquer sejam diferentes. 


“Problema 49? Faça uma demonstração por absurdo para provar que o princípio de indução 
matemática enunciado bem no início deste capítulo é equivalente ao seguinte “princípio de boa 
ordenação”: todo conjunto não vazio de números naturais tem um menor elemento. Tente 
refazer a solução de um dos problemas anteriores (por exemplo, o Problema 46) usando este 
princípio ¢ compare-a com a demonstração por indução. 

Para mais detalhes sobre o princípio da boa ordenação e suas aplicações, veja [19], pp.88-96. 


Conclusão. O método de indução matemática é uma ideia muito útil. Você encontrará aplica- 
ções deste método em diversas partes deste livro, assim como em outros contextos matemáticos. 
No entanto, gostaríamos de avisar dos perigos de ficar “viciado” nele. Você não deve pensar 
que qualquer problema que tenha as palavras “ete.” ou “analogamente” em seu enunciado e/ou 
demonstrações é um problema para ser resolvido pelo MIM. Para muitos desses problemas, 
demonstrações por indução (você verá algumas nos capítulos “Grafos-2” e Desigualdades”) 
parecem bastante artificiais se comparadas a outras demonstrações envolvendo métodos tão 
simples como cálculos diretos ou argumentos recursivos. Não é recomendável usar exemplos tão 
artificiais ao lecionar sobre a natureza do MIM, embora eles possam ser usados bem depois do 
método estar completamente dominado. 


CAPÍTULO 10 
Divisibilidade-2: Congruência e Equações Diofantinas 


$1. Congruência 


No capítulo “Divisibilidade e Restos”, discutimos o conceito de restos. Observamos que, ao 
resolver muitos problemas sobre divisibilidade, trabalhamos, na maioria das ve: 
número propriamente dito, mas com o resto da divisão por algum número fixo, 

É natural, portanto, a seguinte definição: dizemos que os intel a e b são congru 
módulo m se eles têm o mesmo resto quando divididos por m. Neste caso, escrevemos a = b 
(mod m). 


ès, não com o 


Por exemplo, 9 = 29 (mod 10), 1 =3 (mod 2), 16 =9 (mod 7),3=0 (mod 3),2n+1=1 
(mod n). Note que A é divisível por m se e somente se A = 0 (mod m). 
Problema 1. Prove que a =b (mod m) se e somente se a — b é divisível por m. 
Solução. Se a =b (mod m), seja r o resto comum da divisão de a ou b por m. Temos: 
a=mki +r, b=mk +r. 
Logo a — b = m(k; — k2) é divisível por m. 
Reciprocamente, se a — b for divisível por m, dividimos a e b por m com resto. Temos 


. Então a — b = m(kı — k2) + rı — r2 é, por hipótese, divi 
vel por m. Como |rı — r2| < m, temos rı = T2. 


a = mk +r, b = mk2 +T; ível por 


m. Portanto, rı — r2 é divi: 


Este problema nos permite dar outra definição de congruência: os inteiros a e b são con- 
gruentes módulo m se a — b for divisível por m. 


A partir de agora, usaremos qualquer das duas definiçõ 


Para os professores. Antes de dar as definições de congruência, é importante verificar se seus 
estudantes se lembram como trabalhar com restos (dando a eles, por exemplo, alguns problemas 
semelhantes aos da $2 no capítulo “Divisibilidade e Restos”). 


leva a demonstrações mais fáceis das propri- 


E surpreendente que nossa definição nova nos 
edades básicas dos restos. 


Problema 2. Supondo que a = b (mod m) e c = d (mod m), prove que a + c = (b + d) 
(mod m). 
Solução. Como a—b é divisível por m e c—d é divisível por m, (a—b)+(c—d) = (a+e)-(b+d) 


é divisível por m. 


Problema 3. Supondo que a = b (mod m) e c = d (mod m), prove que a — c = (b — d) 
(mod m). 


Problema 4. Supondo quea =b (mod m) ec =d (mod m), prove que ac = bd (mod m). 
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Solução. Temos ac — bd = ac — be + bc — bd = (a — b)c + b(c — d), que é divisível por m. 


Problema 5. Sea=b (mod m) e n é número natural qualquer, então a” = b” (mod m). 


Observações Metodológicas. Afirmações e demonstrações de propriedades dos restos pare- 
cem mais atraentes e simples quando escritas usando a linguagem de congruências. Por exemplo, 
sem a nova notação, o enunciado do Problema 2 ficaria assim: a soma de dois números e a soma 
de seus restos módulo m têm restos módulo m iguais. 


Basicamente, os Problemas 2-5 afirmam que as congruências módulo um dado número 
podem ser somadas, subtraídas, multiplicadas e exponenciadas, como equações. Adiamos a 
questão da divisão de congruências até a 44. 

Antes de prosseguir, vamos rar como a solução de um problema pode ser explicada na 
linguagem de congruênci: 


Problema 6. Prove que n? + 1 não é divisível por 3 qualquer que seja o inteiro n. 
Solução. É claro que todo inteiro n ngruente módulo 3 a 0, a 1 ou a 2. 
Se n = 0 (mod 3), então n? = 0 (mod 3) — (multiplicação de congruências) e n? + 1 
(mod 3) (soma de congruência 
Sen =1 (mod 3), então n? +1 =2 (mod 3). 
Sen =2 (mod 3), então n? +1 =2 (mod 3). 
Assim, nunca temos n? +1 = 0 (mod 3). 


Vamos considerar outro problema, que mostra que a utilização de inteiros negativos em 
congruências pode ajudar muito. De fato, podemos tratar os inteiros negativos na aritmética 
dos restos da mesma forma que os positivos, 


Problema 7. Reduza 6! módulo 7. 


Solução. Como 6— (—1) =6+1 = 7, temos 6 = 
potência 100, temos 619º = (—1)!ºº (inod 7); ou sej 


-1 (mod 7). Elevando esta congruência à 
a, 6100 = 1 (mod 7). 


Eis alguns outros problemas que usam a mesma ide 
Problema 8. Prove que 30º? + 61190 é div 


Problema 9. Prove que 
a) 43101 423107 é divisível por 66. 
b) a" +b" é divisível por a + b, se n for ímpar. 


sível por 31. 


“Problema 10. Prove que 1" +2" +... + (n — 1)" é divisível por n para n ímpar. 


Problema 11. Prove que e uma infinidade de números naturais que não podem ser 


representados como uma soma de três cubos, 


i Problema 12. Prove que 103""! não pode ser representado como uma soma dos cubos de 


dois inteiros. 


Os Problemas 11 e 12 são muito mais difíceis do que os problemas anteriores, já que, para 
resolvê-los, é preciso saber por qual número m temos que dividi 
Vamos analisar a solução do Problema 12. O cubo de um número natural sempre é con- 
gruente a 0, ou a 1, ou a —] módulo 7 (verifique isto!). Portanto, a soma de dois cubos sempre 
é congruente a um dos seguintes números: —2, —1, 0, 1, 2. Como 10 = 3 (mod 7) temos 
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que 102 = —1 (mod 7) e 103"+! é congruente a 3 ou a —3 módulo 7. Logo 
representação desejada. 


pode ter a 


* * * 

Vamos fixar um número naturaln. Então o conjunto infinito Z de todos os inteiros se divide, 
naturalmente, em n classes: dois números estão na mesma classe se tiverem restos iguais módulo 
n (i.e, são congruentes módulo n). Por exemplo, se n = 2, temos duas clas: números 
pares e ímpares. Ao resolver problemas sobre divisibilidade, basta muitas vezes verificar a 
veracidade das afirmações para um representante apenas em cada classe, em vez de todos os 
inteiros. Lembre-se de que, em problemas da §2 do capítulo “Divisibilidade e restos”, usamos 
como representantes, em geral, todos os restos positivos módulo algum número, enquanto que 
nos Problemas 11 e 12 deste capítulo escolhemos outros representantes (ou seja, alguns dos 
números escolhidos eram negativos). 

Os dois problemas a seguir ilustram a mesma ideia. 


Problema 13. Prove que, entre 51 inteiros quaisquer, existem 2 cujos quadrados têm o 
mesmo resto módulo 100. 


Problema 14. Dizemos que um número natural n é “conveniente” se n? + 1 é divisível 
por 1.000.001. Prove que entre os números 1, 2, ..., 1.000.000 existe uma quantidade par de 
números “convenientes”, 


Uma série de problemas para concluir: 


Problema 15. a) Pode um quadrado perfeito terminar em 2 (isto é, seu algarismo das 
unidades pode ser igual a 2)? 


b) É possível escrever o quadrado de um número natural usando apenas os algarismos 2, 


7 e8 (talvez com repetições)? 


Problema 16. Encontre um número que, ao ser somado a (n? — 1)1900 . (n? + 1)1007 torna 
o resultado divisível por n. 


Problema 17. Encontre o resto da divisão do número 101º + 10100 + 101000 +... + 
1010.000.000.000 por EA 


Problema 18. Quantos números naturais n existem menores ou iguais a 10.000 e tais que 
2" — n? é divisível por 7? 


Problema 19. Denote por k o produto dos primeiros números primos (mas mais de um 
número primo). Prove que o número a) k— 1; b) k+ 1 não pode ser um quadrado perfeito. 


Problema 20. Existe um número natural n tal que n? +n + 1 é divisível por 1955? 


Problema 21. Prove que 11"+2 + 122"+! é divisível por 133 qualquer que seja o número 
natural n. 
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Solução. 
1PH 4122041 = 121.11" 412.122" 
=133. 11" — 12.11” +12- 12°" 
120127" — 11") 
= 12(144" — 11") 
Esta solução mostra não apenas ideias lindas, mas também que um cálculo simples “manual” 
pode nos fornecer uma demonstração elegante. 


Problema 22" Seja n um número natural tal que n+ 1 é divisível por 24. Prove que a soma 
de todos os divisores de n também é divisível por 24. 


0 (mod 133). 


“Problema 23* A sequência de números naturais ay, a2, A3, ... satisfaz a condição Qn,2 = 
Qn41Gn + 1 para todo n. 

a) Se ay = az = 1, prove que nenhum elemento da sequência é divisível por 4. 

b) Prove que an — 22 é um número composto para todo n > 10, independente dos valore: 
de ay e az. 


Este é o final de nossa lista de problemas sobre congruência por enquanto. Devemos enfa- 
tizar que quase todos os problemas mais adiante neste capítulo continuam, de fato, este tema. 


82. Representação decimal e testes de divisibilidade 


Os testes de divisibilidade por 10, 2, 5 e 4 são familiares para a maioria das pessoas. 
Trabalhando com congruências, podemos enunciar e provar proposições muito mais fortes. 
Problema 24. Prove que qualquer número natural é congruente a seu último algarismo 
módulo a) 10; b) 2; e) 5. 

Solução. Subtraia o último algarisino do número dado. Obtemos um número que termina em 
vero. Este número é divisível por 10 e, portanto, por 2 e por 5. 


Para os professores. Antes de começar a discutir os testes de divisibilidade, é necessário que 


os estudantes compreendam a identidade 


Araz... ün = ao"! Lao? +... + ano! + au 


onde o conjunto de algarismos com uma linha em cima denota o número natural escrito com 
e algarismos na ordem indicada. Por exemplo, ab = 10a + b, onde a é o algarismo das 
dezenas e b é o algarismo das unidades do número ab. 


Problema 25. Prove que ūjaz2ā3... ün iün = ün jän mod4. 


Problema 26. Enuncie e demonstre testes de divisibilidade análogos para 2" e 5", 


Agora, alguns problemas cujas soluções usam os testes de divisibilidade indicados. 
Problema 27. O último algarismo do quadrado de um número natural é 6. Prove que seu 
penúltimo algarismo é ímpar. 

Solução. Como o último algarismo de seu quadrado é 6, o número natural dado era par. O 
quadrado de um número par é divisível por 4. Logo, o número formado por seus dois últimos 
algarismos tem que ser divisível por 4. É fácil escrever todos os números com dois algarismos 
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que terminam em 6 e são múltiplos de 4 
todos eles são ímpares. 


16, 36, 56, 76, 96. Os algarismos das dezenas em 


Problema 28. O penúltimo algarismo do quadrado de um número natural é impar. Prove 
que seu último algarismo é 6. 


Problema 29. Prove que uma potência de 2 não pode terminar com quatro algarismos 
iguais. 
Problema 30. Encontre pelo menos um número com 100 algarismos e sem zeros em sua 


representação decimal que é divisível pela soma de seus algarismos. 

Solução. Vamos encontrar, por tentativa e erro, um número cuja soma de seus algarismos é 
igual a 125. A divisibilidade por 125 é determinada pelos três últimos algarismos do número. 
Logo, o número 111...11599125 satisfaz as condições desejadas (o número começa com 94 
algarismos iguais a 1). 


Vamos discutir os testes de divisibilidade por 3 e por 9, que também podem ser enunciados 
em uma forma mais geral, 


Problema 31. Prove que qualquer número natural é congruente à soma de seus algarismos 
módulo a) 3; b) 9. 


Solução. Considere o número 


traz... dn = a)10"-! + a210"? +... + an-110' +an 


laro que, 10 = 1 (mod 9). Logo 10* = 1 (mod 9) qualquer que seja o número natural k. 
Então temos 


ao"! talo 2 +... + an-110' +an = (a1 +a2+...+an) (mod 9) 


O argumento para a divisibilidade por 3 é inteiramente análogo. 


O próximo conjunto de problemas está relacionado a 


Problema 32. É possível escrever um quadrado perfeito usando apenas os algarismos a) 2, 
3, 6; b) 1, 2, 3; exatamente 10 vezes cada? 


Problema 33. Foi calculada a soma dos algarismos do número 20, depois foi calculada a 


soma dos algarismos do número resultante, e assim por diante, até sobrar um único algarismo, 
Qual é este algarismo? 


Problema 34. Prove que, se você inverter a ordem dos algarismos de qualquer número 
natural e subtrair o resultado do número inicial, então a diferença será divisível por 9. 


Problema 35. Escreva um algarismo à esquerda e outro à direita do número 15 de modo 
que o número obtido seja divisível por 15. 


Problema 36. Quantos números com quatro algarismos, tendo os dois algarismos do meio 
formando 97, são divisíveis por 45? 


Problema 37. Encontre o menor número natural divisível por 36 que tem todos os 10 
algarismos em sua representação decimal. 


Problema 38. Prove que o produto do último algarismo do número 2" com a soma de todos 
os seus algarismos exceto o último é divisível por 3. 
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Problema 39. A soma dos algarismos de um quadrado perfeito pode ser igual a 1970? 


Problema 40.  Subtraiu-se de um número com três algarismos a soma de seus algarismos. 
Depois a mesma operação foi feita com o número resultante, etc, 100 vezes ao todo. Prove que 


o número final é zero. 


Problema 41* Sejam A a soma dos algarismos de 44444 e B a soma dos algarismos de 
A. Encontre a soma dos algarismos de B. 


Ideias muito próximas das usadas na demonstração do teste de div dade por 9 nos 


permitem provar outro teste de divisibilidade notável. 


Problema 42. Prove que 


man = (Aan — an-1 +... + (—1)"'a) (mod 11) 


Dica. 10 = —1 (mod 11), de modo que potências pares de 10 são congruentes a 1 e potências 
ímpares são congruentes a —1, módulo 11. 


O próximo conjunto de problemas usa esse teste, 


Problema 43. Prove que o número 111 iguais a 1) é um número 


composto. 


-11 (2n algarismos 


Problema 44. Prove que o número @yāz... ünän...üzā7 é composto. 


Problema 45. Sejam a, b, c, d algarismos distintos. Prove que cdededcd não é divisível 


por aabb. 


Problema 46. A é um número com seis algarismos formado com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 
e 6, cada um usado uma vez. Prove que A não é divisível por 11. 


Problema 47. Prove que a diferença entre um número com uma quantidade ímpar de 
algarismos e o número escrito com os mesmos algarismos na ordem inversa é divisível por 99. 


* * * 


Testes de divisibilidade são apenas um modo de ligar propriedades de divisibilidade de um 
número com sua representação de: - Isto está demonstrado no conjunto de problemas a 
seguir. 


Problema 48. É possível formar dois números usando apenas os algarismos , 4, 9 de 


modo que um deles seja 19 vezes o outro? 


Problema 49. A soma de dois algarismos a e b é divisível por 7. Prove que o número aba 


também é divisível por 7. 


Problema 50. A soma dos algarismos de um número com três algarismos é igual a 7. Prove 
que este número é divisível por 7 se e somente se seus dois últimos algarismos são iguais. 


atisfaz a propriedade que def— abc 


mos 


Problema 51. a) O número abcdef com seis alga: 
é divisível por 7. Prove que o número é divisível por 7. 
b) Enuncie e demonstre um teste de divisibilidade por 7. 
c) Enuncie e demonstre um teste de divisibilidade por 13. 
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Problema 52. a) O número abcdef com sei 
37. Prove que o número é divisível por 37. 
b) Enuncie e demonstre um teste de divi 


s algarismos é tal que abc + def é divisível por 


bilidade por 37. 


Problema 53. iste um número de três algarismos abc (onde a £ c) tal que abc — cba é 
um quadrado perfeito? 


Problema 54. Encontre o menor número e 
por 333...33 (cem algarismos iguais a 3). 


scrito só com algarismos iguais a 1 que é divisível 


Problema 55. É possível que a soma dos primeiros números naturais seja divisível por 1989? 


Problema 56. Encontre todos os números naturais que fi 
inserir um zero entre os algarismos da dezena e da unidade 


cam multiplicados por 9 se alguém 


Solução. Vamos escrever nosso número na forma 10a + b, onde b é o algarismo das unidades e 
a é algum número natural, Obtemos a equação 100a + b = 9(10a + b) e, portanto, 10a = 8b; 
ja, 5a = 4b. Logo b é divisível por 5. Investigando os dois casos b = 0 e b = 5, vemos que 
a única resposta é 45. 


pode ser útil escrever uma 


Observações Metodológicas. Acabamos de ver que algumas vez 
equação para os algarismos do número desejado. 


Problema 57. Foi inserido um zero entre os algarismos de um número de dois algarismos 
divisível por 3 e foi somado ao resultado o dobro do algarismo das dezenas do número original. 
O número assim obtido é 9 vezes o número original. Encontre o número original. 


Problema 58. Encontre um número de quatro algarismos que é um quadrado perfeito, tem 
os dois primeiros algarismos iguais e os dois últimos algarismos iguais. 


Problema 59. Encontre todos os números de três algarismos com a propriedade que qualquer 
de suas potências terminam com os três algarismos que formam o número original. 


Problema 60. São escritos os algarismos 4 e 3 à direita de um número natural, depois a 
operação é repetida muitas vezes (por exemplo, 51 gera 5143, depois 514343, etc). Prove que 


acabaremos tendo um número composto. 
Problema 61! Prove que todos os números na série 
10001, 100010001, 1000100010001, ... 


são compostos. 


83. Equações nos inteiros e outros problemas 


Um problema bem conhecido afirma que uma conta de N pesos sempre pode ser paga com 
notas de 3 e de 5 pesos se N > 7 (veja o capítulo “Indução”, Problema 37). Traduzido para a 
linguagem das equações, isto significa que a equação 


3x+5y=N (x) 


sempre tem uma solução inteira não negativa x e y qualquer que seja o número natural N > 7. 
Nesta seção, iremos encontrar soluções inteiras para equações semelhantes e outras, mas iremos 
procurar, em geral, soluções inteiras sem quaisquer restrições adicionais. 
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Problema 62. Procure soluções inteiras da equação 3x + 5y = 7. 

Vamos analisar a solução. Isto nos dará uma oportunidade de resolver outros problemas de 
maneira análoga. 

Primeiro, vamos encontrar uma solução particular (esta ideia pode ajudar, muitas vezes, na 
resolução de problemas matemáticos). Note que 3:2+5-(—1) = 1. Multiplicando esta equação 
por 7, temos 3:14 +5- (—7) =7 e xo = 14, yo = —7 é uma solução (entre muitas). Assim, 


3x+5y=7; 3x +5yo =7. 


Subtraindo uma equação da outra e denotando x — xo e y — yo por a e b, respectivamente, 
temos 
3a +5b=0 
Logo, b tem que ser divisível por 3 e a tem que ser divisível por 5. Suponha que a = 5k. Então 
b = —3k, onde k é um inteiro arbitrário. Temos, portanto, o conjunto de soluçõ 
x—x0=5k x=14+5k 
y-yo=-—3k ~“ y=-7-3k 


onde k é um inteiro arbitrário. Certamente não existem outras soluções, já que nossas trans- 
forma sempre nos fornecem equações equivalentes, 


Para os professores. Esperamos que nossos estudantes também percebam este fato clara- 
mente. Sem uma compreensão completa desta parte da solução — que os pares (x,y) esgotam 
o conjunto inteiro de soluções da equação (x) para N = 7 — é praticamente impossível continuar. 


Problema 63. Encontre todas as raízes inteir. 


s da equação 3x — 12y = 7. 
Ultrapassada esta barreira, analisaremnos rapidamente o Problema 64, “muito difícil”. 
Problema 64. Resolva a equação 1990x — 173y = 11. 


Os coeficientes na equação são grandes o suficiente para tornar difícil encontrar uma solução 
particular. No entanto, não é difícil ver que os números 1990 são 173 são primos entre si, o que 
ajuda. 

Lema. O máximo divisor comum (mdc) dos números 1990 e 173 pode ser representado como 
1990m — 173n para algum par de inteiros m e n. 

Você pode provar este lema usando o fato de que todos os números que obtemos ao cal- 
cular o mde pelo algoritmo de Euclides (veja o capítulo “Divisibilidade e restos”) podem ser 
representados nesta forma. Isto não é fácil, mas deixaremos a cargo do leitor. 

Mais especificamente, o algoritmo de Euclides nos dá m = 2, n = 23. Logo, obtemos 
(2,23) como uma solução particular da equação 1990m — 173n = 1. Então xo = 2- 11 = 22, 
yo =23:11 = 253 é uma solução da equação 


1990x — 173y = 11 


Como no Problema 62, temos 
x = xo + 173k = 22 + 173k, 
y = yo + 1990k = 253 + 1990k, onde ké um inteiro arbitrário. 
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Problema 65. Encontre todas as raízes inteiras da equação 21x + 48y = 6. 


Observação. Agora podemos resolver, em geral, qualquer equação da forma Ax + By = € 
(esta é a chamada equação diofantina linear geral em duas variáveis) nos inteiros x e y. 
Teorema. Se os coeficientes A e B na equação diofantina linear forem primos entre si, então 
existirão inteiros xo e yo tais que Axo + Byo = C e todas as raízes da equação podem ser dadas 
pelas fórmulas a seguir: 


x=x0+Bk, y=yo-—Ak. 


Exercício. Tente enunciar o resultado geral e demonstre-o rigorosamente. (Não esqueça do 
so em que A e B não são primos entre si e C não é divisível pelo mdc(A, B).) 


Problema 66. Resolva a equação 2x + 3y + 5z = 11 para inteiros. (Aliás, ela tem alguma 
solução nos números naturais?) 


Problema 67! Um peão está em um dos quadradinhos de uma tira infinita (tanto para a 
esquerda, quanto para a direita) de papel quadriculado com uma unidade de altura. Ele pode 
se mover m quadradinhos para a direita ou n para a esquerda. Quando m e n satisfazem a 
propriedade de que o peão pode ser movido (depois de vários movimentos) de modo a terminar 
no quadradinho à direita de onde começou? Qual o número mínimo de movimentos para fazer 
isto? 


* * * 


Um equação com mais de uma variável para a qual se deseja soluções inteiras são chamadas 
de equações diofantinas em homenagem ao matemático grego famoso Diofantos de Alexandria, 
que investigou tais equações muito antigamente. Vamos examinar agora algumas equações 
diofantinas mais complicadas. 


Resolva, para valores inteiros das variáveis: 
Problema 68. (2x+y)(5x+3y)=7. 
Problema 69. xy=x+y+3. 

Problema 70. x? =14 +y?. 


Problema 71. x? +y? =x+y+2 


As soluções de todos esses problemas estão ligadas por uma ideia muito comum — análise 
so a caso. É claro que é impossível escrever todos os pares de inteiros e verificar, para cada 
mples podem reduzir 


c 
par, se satisfaz a equação ou não. No entanto, algumas transformações s 
esta análise a alguns poucos casos. 

Eis a solução do Problema 69. Como xy—x—y = 3, temos (x—1)(y—1) = 4. Basta analisar 
todas as representações de 4 como um produto de dois fatores. Resposta: (x,y) = (5,2), (2,5), 
(0, =3), (—3,0), (3,3), (~1, —1). 

Também podemos transformar as equações dadas nos Problemas 70 e 71. Temo: 
PRIMEIRA IDEIA: Use uma transformação apropriada da equação, depois faça uma análise 
caso a caso. 

No entanto, esta ideia já não vai funcionar no próximo problema. 


Problema 72. x2+yl=42-1. 
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É claro que não podemos transformar a equação a uma de tipo mais tratável; também é 
impossível analisar todas as triplas apropriadas de inteiros. Este novo representante de nosso 
“zoológico diofantino” é notável porque não tem soluções inteiras. 

De fato, quais os possíveis restos de quadrados perfeitos ao serem divididos por 4? (A 
escolha do módulo 4 foi determinada pela forma da equação dada.) Os únicos restos possíveis 
são 0 e 1. Como a soma de dois números com estes restos não pode dar resto —1, não temos 


soluções inteiras para esta equação. 
Temos, então: 


SEGUNDA IDEIA: Considere 
Problema 73. x?-7y=10. 

Problema 74. x)+21y2+5=0. 
Problema 75. 15x? — 7y? = 


stos módulo algum número natural. 


Problema 76. x? +y? +z? 
Problema 77. 3™47=2". 


8t—1. 


Solução do Problema 74. Como x? só pode ser congruente módulo 7 a 0, 1 e —1, x? +21y? +5 
tem que ser congruente a 5, 6 ou 4 e, portanto, não pode ser zero, 


ções N Você provavelmente já notou que a “segunda ideia” só nos 
permite provar a ansê de raízes. De fato, se uma equação tiver soluções módulo 7 on 
módulo 3, isto não significa que ela terá pelo menos uma solução inteira. Por exemplo, a 
equação 2x? — y? = 6 tem raízes módulo 7 (x = 0 e y = 1) e módulo 3 (x = 0 e y = 0), mas 
não tem raízes inteiras (isto pode ser facilmente mostrado usando restos da divisão por 8). 


Vamos brigar agora com o Problema 77. Vemos imediatamente que e: 
n=4. Faz sentido considerar restos? Não tire conclu adas! A expressão à esquerda 
do sinal de igualdade é congruente a 1 módulo 3. Como 2 = —1 (mod 3), isto implica que n é 
par; ou seja, n = 2k. Então temos 3™ + 7 =4K, Agora os restos módulo 4 podem nos ajudar. 
Temos 4º —7 = 1 (mod 4). Logo, 3™ = 1 (mod 4), o que implica que m também é par; ou 
seja, m =2p. A equação fica 32P + 7 =22k, E agora? Usamos a “primeira ideia”: 

7=2k 3% = (2¥ —3P)(2K + 3P), 
Portanto, 2¥ + 3P = 7, 2K — 3P = 1 c obtemos a única solução k = 2, p = 1 
n=4. 


Usamos ambas as ideias, ou métodos, tentados antes. Tal combinação de ideias é um 
fenômeno muito comum em matemá! 


te solução: m = 2, 


sto é, m = 2, 


Eis aqui outra equação diofantina cuja solução usa uma combinação semelhante: 


Problema 78. 3.2m+]=n?, 


Solução. Como n? = 1 (mod 3), é claro que n não é divisível por 3. Logon = 3k +1 ou 
n=3k+2. Vamos investigar cada caso. 
a) Sen = 3k + 2, então 3.27 + 1 = 9k? + 12k +4. 


2M = 3k? +4k +1 = (3k +1)(k+1). 


mplificando, obtemos 
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Os únicos fatores de uma potência de 2 são outras potências de 2. Logo, k +1 e 3k + são 

potências de 2. Os valores k = 0 e k = 1 servem e obtemos as soluções n = 2, m = l e n =5, 
3, respectivamente. No entanto, se k > 2, então 4(k + 1) >3k+1 > 2(k+1). Esta 

igualdade mostra que k + 1 e 3k + 1 não podem ser, simultaneamente, potências de 2. 

b)n=3k+1. Procedendo analogamente encontramos mais uma rai; 

Além das ideias de análise caso a caso e fatoração, também foi usada a ideia de estimativa. 

TERCEIRA IDEIA: Ao resolver equações diofantinas, desigualdades e estimativas também 

podem ser úteis. 

Problema 79. 1/a+1/b+1/c=1. 

Problema 80. x? — y? = 1988. 


Problema 81. Prove que a equação 1/x — 1/y = 1/n tem exatamente uma solução no 
conjunto dos números naturais se e somente se n for primo. 


Problema 82. x*)+3=4y(y+1). 


Não podemos discutir, nes 


a seção curta, os muitos outi 


os métodos inter e compli- 
cados para se resolver equações diofantinas. Em vez disso, sugerimos as referências [55, 58, 
25). 

A seguir estão dois problemas extras que são muito mais difíceis do que os anteriores. Você 
talvez queira olhar as dicas antes de tentar resolvê-los sozinho. 


Problema 83º x2+y?=2z2, 


Problema 84º x2-2y?=1. 


84. O “pequeno” teorema de Fermat 


ão é dedicada a um fato extraordinário e não trivial em teoria dos números que 
“culo XVII Pierre de Fer- 
cutir (como prometido na $1) a questão de divisão de 


a SC 
foi enunciado e demonstrado pelo famoso matemático francês do 
mat. Mas, antes de começar, vamos di 
congruências. 


Problema 85. Suponha que ka = kb modm onde k e m são primos entre si. Então 

a=bmodm. 

Solução. Como ka = kb (mod m), ka — kb = k(a — b) é divisível por m. Mas k e m são 

primos entre si, logo a — b é divisible por m; ou seja, a = b (mod m). 
É fácil encontrar exemplos que mostram que é necessário que k e m 

De fato, 5-3 = 5 -7 mod 10, mas 3 e 7 não são congruentes módulo 10. 
De qualquer modo, a seguinte afirmação é verdadeira: 


Problema 86. Se ka 


am primos entre si. 


kb modkn, então a = b (mod n). 


Agora estamos prontos para enunciar e provar o “pequeno” teorema de Fermat. 
Teorema. Sejam p um número primo e À um número que não é divisível por p. Então 
API mod p. 
Demonstração. Considere os p — 1 números: A, 2A, 3A, ..., (p— 1)A. Podemos mostrar 
que dois desses números nunca têm o mesmo resto ao serem divididos por p. De fato, se 
kA = nA mod, então k = n modp (veja o Problema 85). Isto é impossível se k e n forem 
diferentes e ambos menores do que p. Logo, entre os restos desses p — 1 números ao serem 
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divididos por p, cada um dos números de 1 a p—1 aparece exatamente uma vez. Multiplicando 
todos eles, obtemos 

A-2A-3A...(p- DA =1:2:3...(p— 1) modp; 
ou seja, (p — 1)!:AP-! = (p — 1)!'modp. Mas p é primo, logo (p — 1)! e p são primos entre si. 
Usando o resultado do Problema 85 novamente, obtemos AP-! = 1 modp. [m] 
Corolário. Seja p um número primo. Então, para qualquer inteiro A, temos AP = A (mod p). 


O “pequeno” teorema de Fermat não é simplesmente um fato inesperado e “elegante”, Ele 
também nos fornece uma ferramenta muito poderosa para resolver diversos problemas em arit- 
mética. Alguns deles são dados a seguir. 

Problema 87. Encontre o resto da divisão de 2'0? por 101. 
Problema 88. Encontre o resto da divisão de 3'0? por 101. 
Solução. Como 101 é primo, obtemos 319º = 1 mod 101. Logo 3192 = 9 -3100 =9 (mod 101). 


Para os professores. Tais exercícios computacionais usando o teorema de Fermat podem se 
tornar bem rotineiros para os estudantes. 


Problema 89. Prove que 3003000 — 1 é divisível por 1001. 
Problema 90. Encontre o resto da divisão de 8ººº por 29. 
“Problema 91; Prove que 72º — 1 é divisível por 143. 


Solução. Vamos provar que 7120 —1 é divisível por 11 e por 13. De fato, (712)'0 = 1 (mod 11) 
e (7/9)!2 =1 (mod 13). 


“Problema 92. Prove que o número 3023? + 23930 não é primo. 


Problema 93. Seja p um número primo e suponha que a e b são inteiros arbitrários. Prove 
que (a + b)? aP +b?) (mod p). 
Tente fazer duas demonstrações: uma utilizando o “pequeno” teorema de Fermat e a outra 


usando o teorema binomial (veja o capítulo “Combinatória-2”). 


“Problema 94. A soma dos números a, b e c é divisível por 30. Prove que a + bř + c5 
também é divisível por 30. 


“Problema 95. Sejam p e q primos diferentes. Prove que: 

a) p +q? =p +q (mod pq). 

b) Ega | é par se p, q 4 2, onde |x] denota a função piso, ou seja, é o maior inteiro 
menor ou igual a x. 
Problema 96. Seja p um número primo e suponha que p não divide algum número a. Prove 
que existe um número natural b tal que ab = 1 (mod p). 
Problema 97. (Teorema de Wilson) Seja p um número primo. Prove que (p — 1)! = —1 
(mod p). 
roblema 98. Seja n um número natural não divisível por 17. Prove que nê +1 ou nê — 1 
é divisível por 17. 


“Problema 99. a) Seja p um número primo diferente de 3. Prove que o número 111...11 (p 
algarismos iguais a 1) não é divisível por p. 
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b) Seja p > 5 um número primo. Prove que o número 111...11 (p — 1 algarismos iguais a 
1) é divisível por p. 
Problema 100. Prove que, qualquer que seja o número primo p, a diferença 
11...11222...22333...33...888...88999...99 — 123456789 


é divisível por p (no primeiro número, cada algarismo não nulo está escrito exatamente p vezes). 
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CAPÍTULO 11 


Análise Combinatória-2 


Este capítulo é uma continuação direta do capítulo “Análise Combinatória-1”. O matei 
a seguir usa os resultados explicados naquele capítulo. 


Para os professores. Os estudantes deveriam resolver novamente alguns problemas envol- 
vendo as ideias combinatórias discutidas anteriormente e continuar se não encontrarem dificul- 
dades com esses problemas. Se encontrarem alguma dificuldade, recomendamos que voltem ao 
capítulo “Análise Combinatória-1”, 


O conteúdo deste capítulo está ligado a um objeto combinatório muito importante que 
vamos começar a estudar agora. 


81. Combinações 


Vamos começar com um problema simples. 


Problema 1. Em um grupo de trinta estudantes, dois 
uma competição matemática. De quantas maneiras 


»rão escolhidos para participar de 
to? 


isto pode ser f 
Solução. O primeiro participante pode ser escolhido de 30 maneiras. Independente da escolha 
do primeiro, o segundo pode ser escolhido de 29 maneiras. Mas agora cada par foi contado 
exatamente duas vezes. Logo, a resposta é 30:29/2 = 435 maneiras, Note que apenas repetimos 
a solução do Problema 22 do capítulo “Análise Combinatória-1". 


Suponha agora que precisamos escolher um time não com duas pessoas, mas com k, e que 
o grupo consiste em n estudantes, não em 30. O número de maneiras que isto pode ser feito é 
chamado o número de combinações de k elementos escolhidos entre n elementos e é denotado 
por (3) (lê-se “n escolhe k”). 

Pepe di ES n n enero 
Por exemplo, (1) = 2, (3) =3, (D=mn, (a) = 1. Note que (5) 
interpretado naturalmente: só existe um modo de não escolher ninguém (zero p 

sein T 
Ou seja, (9) = 

É impressionante como algumas propriedades desses números podem ser demonstradas por 
argumentos combinatórios simples, sem usar uma fórmula para o cálculo de (5º). 


ropriedi ny 
Propriedade 1. (nv) = (5). A o 
Demonstração. Note que uma escolha de k participantes é equivalente a uma escolha de 
n—k estudantes que não irão participar da competição. Logo, o número de maneiras de escolher 


nbém pode ser 


oas) entre n. 


para todo n. 


n7 
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k pessoas entre n é igual ao número de maneiras de escolher n — k pessoas entre n; ou seja, 
ny=(m 
(689) = (9. 
E n4 n n 

Propriedade 2. ("4") = (1) + (x) , 

Demonstração. Suponha que o grupo tem n +1 estudantes. Considere um deles e denote-o 
por A. Vamos dividir o conjunto de todos os times possíveis em dois subconjuntos: os que 
contém À e os que não contém A. A cardinalidade do primeiro conjunto é (,",) — já que 
precisamos complementar o time com mais k — 1 estudantes escolhidos entre os n restantes. O 
número de times no segundo conjunto é igual a (6). Agora precisamos escolher o time inteiro 


entre os n estudantes restantes. Portanto, ("1") = (1) + (gs 


Observações Metodológicas. Este argumento nos permitiu provar um fato importante sem 
fazer cálculos. Este fenômeno é bem característico da combinatória. Muitas vezes basta pensar 
alguns minutos para entender o sentido combinatório do problema em cons leração e evitar 
cálculos complicados e tediosos. É por isso que consideramos necessário discutir demonstrações 
como a que acabamos de fazer em detalhe, 


n 
k) 


Vamos agora encontrar uma fórmula para calcular ( 


Problema 2. De quantas maneiras podemos escolher um time de três estudantes em um 
grupo de 30? 
Solução. O primeiro estudante pode ser escolhido de 30 maneiras, o segundo de 29 maneiras e 
o terceiro de 28 maneiras. Logo temos 30 - 29 -28 maneiras. No entanto, cada time foi contado 
diversas vezes: o mesmo trio de estudantes pode ter sido escolhido de maneiras diferentes. Por 
exemplo, escolher o estudante A primeiro, depois o estudante B e, finalmente, C é o mesmo que 
escolher C primeiro, depois A e depois B. Como o número de permutações de 3 elementos é 3!, 
cada time foi contado exatamente 3! = 6 vezes, Portanto, (2º) é igual a (30:29. 28)/3!. 

Da mesma forma, podemos deduzir uma fórmula para calcular (3), para n e k arbitrários: 


(1) a n(n— 1(n-2)...(n-k+1) 


k! 


Para os professores. Os números (7) têm um papel central neste capítulo. Logo, é impor- 
tante que todos os estudantes compreendam o que estamos contando aqui e como o número de 
combinações pode ser calculado, Antes de revelar a fórmula geral, alguns problemas semelhantes 
ao Problema 2 poderiam ser discutidos. 


Vamos fazer mais alguns problemas 


Problema 3. De quantas maneiras podemos escolher 4 cores entre 7 cores dadas? 
Resposta. (7) = 35. 


Problema 4. Um estudante tem 6 livros de matemática e outro tem 8 livros. De quantas 
maneiras é possível trocar 3 livros pertencentes ao primeiro estudante com 3 pertencentes ao 
segundo? 


Solução. O primeiro estudante pode escolher seus 3 livros de ($) maneiras e o segundo, de (5) 


maneiras. Logo, o número de trocas possíveis é ($) - ($) = 1120. 
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Problema 5. Um clube de xadrez tem 2 meninas e 7 meninos. Tem que ser escolhido um 
time com quatro pessoas para um torneio e este time tem que conter pelo menos uma menina. 
De quantas maneiras isto pode ser feito? 

Solução. O time tem que ter uma ou duas meninas. No último caso, existem G) maneiras de 
se escolher dois meninos. Se o time só tiver uma menina (e aqui temos duas possibilidades), 
então o time pode ser completado com a adição de três meninos, o que pode ser feito de G) 
i] = 91 times possíveis. 

Problema 6. De quantas maneiras diferentes podemos dividir 10 meninos em dois times de 
basquete com 5 meninos cada? 


maneiras diferentes. Portanto, existem, ao todo, (3) +2:( 


Solução. O primeiro time pode ser escolhido de (3) maneiras. Esta escolha determina com- 


pletamente o segundo time. No entanto, este cálculo conta cada par de times complementares 
digamos, A e B — duas vezes: a primeira quando A é escolhido como o primeiro time e a 
segunda quando B é escolhido como o primeiro time. Portanto a resposta é ((9)/2. 


Observações Metodológicas. Depois de aprender essas fórmulas, não é obrigatório expressar 


a resposta como números decimais. É perfeitamente aceitável respostas contendo expressões 


como (%). 

Note que a fórmula para (7) torna a primeira propriedade de simetria — (1) = (3) — 
pouco clara. No entanto, podemos tornar a fórmula mais simétrica multiplicando o numerador 
e o denominador por (n — k)!: 


mm  n(n-1) n=kK+ Dink)! 
(1) Ei kn —k)! 


n(n=1...(n-k+Dn-k)...3:2:] 
kn —k)! 


n! 
kn —k)! 

Agora a primeira propriedade fica evidente. 
Exercício. Prove a segunda propriedade de (}) usando a fórmula acima. 


culo matemático 


Para os professores. Recomendamos gastar pelo menos uma sessão de um 
introduzindo definições, propriedades e a fórmula para (E). Seria bom tamb 


problemas fáceis nesta sessão e depois dar problemas relacionados com e: 


resolver diversos 


e tema durante os 


próximos encontros. 


Problema 7. Estão marcados dez pontos em um plano de tal forma que quaisquer três entre 
eles não pertencem a uma mesma reta. Quantos triângulos podem ser formados com vértices 
pontos? 


nes 


» 6 sargentos e 60 soldados. De 


Problema 8. Um pelotão especial consiste em 3 oficial 
quantas maneiras pode-se formar um grupo para uma missão con 
e 20 soldados? 


stindo em 1 of 


al, 2 sargentos 


Problema 9. Estão marcados 10 pontos em uma reta e 11 pontos em outra reta paralela à 
primeira. Quantos 
a) triângulos; 
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b) quadriláteros 


podem ser formados com vértic: pontos? 


ne: 


Problema 10. É dado um conjunto de 15 palavras diferentes. De quantas maneiras é 
possível escolher um subconjunto que não tenha mais do que 5 palavras? 


"olher uma comissão 


Problema 11. Um clube tem 4 casais. De quantas maneiras pod 
com 3 membros que não contenha os dois cônjuges de um mesmo casal 


Problema 12. Uma classe tem 31 alunos, incluindo Pedro e João. De quantas maneiras 
é possível escolher um time de futebol (11 jogadores) de modo que Pedro e João não estejam 
juntos no time? 


Problema 13. De quantas maneiras podemos mudar a ordem das letras na palavra “RE- 
PLICA” de modo que as vogais fiquem em ordem alfabética, assim como as consoantes? Exem- 


plo: CALEPRI (A-E-, C-L-P-R). 


Problema 14. Precisamos escolher um time com 5 pessoas em um grupo com 12 meninas e 
10 meninos. De quantas maneiras podemos formar este time de modo que ele não tenha mais 
de 3 meninos? 


Problema 15. De quantas manciras podemos colocar 12 peões pretos e 12 peões brancos 
nos quadrados pretos de um tabuleiro de xadrez? 


Problema 16. a) De quantas maneiras podemos dividir 15 pessoas em três times de 5 


pessoas? 
b) De quantas maneiras podemos escolher dois times com 5 pessoas cada de um grupo com 
15 pessoas? 


Problema 17. De quantas maneiras você 
cartas de modo que 
a) existe exatamente um 
b) existe pelo menos um ás ent; 


pode escolher 10 cartas de um baralho com 52 


s escolhidas? 


entre as carta 


s escolhidas? 


e AS car 


Problema 18. Quantos números com seis algarismos têm 3 algarismos pares e 3 ímpares? 


Problema 19. Quantos números com dez algarismos têm a soma de seus algarisinos igual a 
a) 2; 
b) 3; 
c) 4? 


Problema 20. Uma menina tem seis amigos. Cada tarde, durante 5 dias, ela convida 3 deles 
de modo que o mesmo grupo nunca é convidado duas vezes. De quantas maneiras diferentes 
ela pode fazer isto? 


Problema 21. Para participar de uma loteria esportiva na Rússia, é preciso escolher 6 entre 
45 números impressos em um cartão de loteria (todos os cartões são idênticos). 
a) De quantas manciras 


$ possível preencher o cartão da loter 
b) Depois do final da lot 


à, seus organizadores decidiram contar o número de maneiras 
de preencher o cartão da loteria de modo que exatamente 3 dos 6 números escolhidos estejam 
entre os 6 números vencedores. Ajude-os a encontrar a resposta. 
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$2. O triângulo de Pascal 
Esta seção é notável pela combinação de quase todas as ideias explicadas anteriormente 
neste capítulo, levando-nos a alguns fatos combinatórios lindos. 
n 


Para começar, vamos supor que conhecemos todos os números (}) para algum número fixo 
n. Então a segunda propriedade, 


n+ jm + n 
k k k-17’ 
permite que calculemos facilmente os números ("}') para todo k. Esta ideia nos leva à cons- 
trução a seguir. 
Jomo (9) = 1, escrevemos 1 no centro da primeira linha em uma folha de papel. Na 


próxima linha escrevemos os números (4) = 1 e (1) = 1 de modo que 1 = (6) fique em cima do 
espaço entre esses números (veja a Figura 74). 


FIGURA 74 


Os números (2) e (2) também são iguais a 1. Escrevemos estes números na próxima linha (veja 


a Figura 75) com (5) escrito entre eles (ve 


a(o) + (1). 


va Figura 76). Pela segunda propriedade, (3) é igual 


FIGURA 75 


Logo, o número (2) é igual à soma dos dois números na linha anterior que estão à sua esquerda 
e à sua direita. 
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FIGURA 76 


Usando a mesma regra, vamos preencher as linhas a seguir: primeiro, escrevemos os números 
(©) e (p) nos lados (eles são sempre iguais a 1) e depois escrevemos a soma de dois núme 
adjacentes quaisquer na linha anterior em uma posição entre eles na linha seguinte. 

Finalmente, obtemos o triângulo numérico ilustrado na Pigura 77. Ele é chamado de tri- 
ângulo de Pascal. 


1 5 10 10 


[o] 
= 


FIGURA 77 


Por construção, o número (}) ocupa a (k + 1)-ésima posição na (n + 1)ésima linha deste 
triângulo. Portanto, é mais conveniente numerar as linhas c as posições nas linhas a partir de 


zero. Então teremos o número (}) ocupando a k-ésima posição na n-ésima linha. 


Para os professores. Antes de continuar, os estudant; 
ros (4) eo triângulo de Pascal. O melhor exercício para isso é um cálculo direto das combinações 
usando o procedimento baseado no triângulo descrito acima. 


»s devem saber a ligação entre os núme- 


11. O TRIÂNGULO DE PASCAL 123 


Vamos começar agora a investigação das propriedades do triângulo de Pascal. Calcule as 
somas dos números nas primeira linhas: 1, 2, 4, 8, 16. Você pode chegar a uma conjectura 
muito natural de que a soma da n-ésima linha é 2", Vamos provar isto por indução em n (ve 
o capítulo “Indução”). A base já está demonstrada. Para provar o passo indutivo, note que 
cada número em uma linha é usado como uma pai 


la na formação de dois números adjacentes 
na próxima linha. Logo, a soma dos números na próxima linha é exatamente o dobro da soma 
dos números na linha dada. Isto completa o passo indutivo. 

Também pode ser demonstrado que, em cada linha do triângulo de Pascal (exceto pela 
linha zero), a soma dos números nas posições pares é igual à soma dos núme) 
ímpares. 

Reescrevendo a proposição sobre a soma dos números em uma linha do triângulo de Pascal, 
obtemos a seguinte identidade combinatória extraordinári 


(eee) (= 


Vamos dar uma demonstração combinatória. Do ponto de vista combinatório, a identidade 
afirma que o número de times que podem ser escolhidos em um grupo de n estudantes é igual 
a 2" se o número de elementos no time é arbitrário (em linguagem de teoria dos conjuntos: o 
número de subconjuntos de um conjunto com n elementos é igual a 2"), 

Vamos numerar todos os 


'os nas posições 


studantes de 1 a n em uma ordem arbitrária, Então, para 
ível, construímos uma sequência de zeros e uns da seguinte maneira: o primeiro 
elemento na sequência é 1 se o primeiro estudante está no time e O caso contrário. Definimos do 


cada time pos 


mesmo modo o segundo elemento na sequência, o terceiro, ete. É evidente que times diferentes 
correspondem a sequências diferentes e vice-versa. Então o número de todos os times é igual ao 


número de todas as sequências de zeros e uns com n elementos. Cada elemento de tal sequência 
pode ser igual a O ou a 1 — ou seja, pode ser escolhido de du: 
tais sequências é iguala 2x 2x... x 2 = 2". 


s maneiras. Logo, o número de 


Observações Metodológicas. O ponto mais importante neste argumento foi a construção 
de uma correspondência entre times e sequências de zeros e uns. Tal reformulação é, com 
frequência, muito útil na solução de diversos outros problemas combinatórios. Como exemplos, 
colocamos aqui mais dois problemas. 


Problema 22. Uma pessoa tem 10 amigos. Durante vários dias, cla convida alguns deles 
para jantar de modo que o grupo nunca se repete (ela pode, por exemplo, não convidar ninguém 
em um dos dias). Por quantos dias ela pode seguir esta regra? 


Problema 23. Um lance de escada tem 7 degraus (sem contar o topo e o chão do lance). Ao 
scer, você pode pular alguns degraus, talvez até todos os 7. De quantas maneiras é possível 
cer esta escada? 


Antes de investigar a próxima propriedade do triângulo de Pascal, vamos analisar um 
problema notável pelos números (3) que aparecem inesperadamente durante sua solução. 


Problema 24. A Figura 78 mostra o mapa de ruas de uma cidade. Todas suas ruas são 
de mão única, de modo que você só pode dirigir para o “leste” ou para o “norte”. Quantos 
caminhos diferentes existem do ponto A para o ponto B? 
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FIGURA 78 


Solução. Vamos chamar qualquer segmento do reticulado que liga dois nós vizinhos uma “rua”. 
É claro que cada caminho de A para B consiste em exatamente 13 ruas, 8 das quais são 
horizontais e 5 das quais são verticais. Dado qualquer caminho, construiremos uma sequência 
de letras N e L da seguinte maneira: quando dirigimos para o “norte”, adicionamos a letra N à 


sequência e quando dirigimos para o “leste”, adicionamos a letra L à sequência. Por mplo, o 
caminho na Figura 78 corresponde à sequência LNNLLENLENNLL, Cada sequência construída 
desta maneira contém 13 letras — 8 letras L e 5 letras N. Só falta calcular o número de tais 
sequências. Qualquer sequência fica determinada de maneira única pela lista das 5 posições 
ocupadas pelas letras N (ou, de modo alternativo, das 8 posições ocupadas pelas letras L). 
de (1) maneiras. 


nco posições entre 13 podem ser escolhidas Logo o número de sequências 
e, portanto, o número de caminhos, é igual a (13). 


O mesmo raciocínio em um retângulo mxn nos dá o resultado ("+") ou, equivalentemente, 
min 
nº). 


Voltando para o triângulo de Pascal, vamos mudar seus números para pontos (nós) como 
mostra a Figura 79. Vamos escrever 1 perto do ponto mais alto S do triângulo e depois vamos 
escrever, perto de qualquer nó, o número de maneiras de chegar a este nó a partir de S movendo- 
se sempre para baixo. Você pode ver que obtemos o triângulo de Pascal novamente (Pigura 
80). 


Uma demonstração di ão do problema precedente. Entretanto, 
aqui, como na demonstração do fato de que a soma dos números em cada linha é uma potência 
de dois, podemos proceder por indução. De fato, você só pode alcançar o k-ésimo nó da n-ésima 
linha passando pelo (k— 1)-ésimo nó da (n— 1)-ésima linha ou pelo k-ésimo nó da (n— 1)-ésima 
linha (Pigura 81). Logo, para encontrar o número desejado de caminhos, basta somar o número 
de caminhos indo para esses dois nós na linha precedente. Portanto, usando a hipót 
indução, o número de caminhos de S para o k-ésimo nó da n-ésima linha é G) + C G: 


sste fato é semelhante à solnç 
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FIGURA 79 
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Figura 80 


Observações Metodológicas. Ambas as propriedades do triângulo de Pascal descritas acima 
s maneiras — usando ideias “geométricas” e por raciocínio combina- 
ão úteis para resolver diversos problemas, especialmente 


foram demonstradas de d 
tório direto. Es 
identidades combinató 


duas abordagens 


Algumas outras propriedades do triângulo de Pascal são dadas a seguir em problemas 
para serem resolvidos. Eles podem ser enunciados em termos do próprio triângulo ou como 


identidades combinatórias. 


Problema 25. Prove que é possível escolher um número par de objetos em uma coleção de 


n objetos de 2"! maneiras. 


Problema 26. Prove que 
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FIGURA 81 


Por conveniência, chamaremos os raios paralelos aos lados do triângulo de Pascal de diago- 
nais. Mais precisamente, raios paralelos ao lado direito são chamados de diagonais direitas (uma 
delas está selecionada na Figura 82) e os paralelos ao lado esquerdo são diagonais esquerdas 
(veja a Figura 83). 


N o o o º 


FIGURA 82 


Problema 27. Prove que cada número a no triângulo de Pascal é igual à soma dos número 
na diagonal direita precedente começando do número mais à esquerda até o número que está 
localizado na mesma diagonal esquerda que a (veja a Figura 84). 
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FIGURA 


FIGURA 84 


Problema 28. Prove que cada número a no triângulo de Pascal é igual à soma dos números 
na diagonal esquerda precedente começando do número mais à direita até o número que está 


localizado na mesma diagonal direita que a (veja a Figura 85) 


GURA 85 
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Problema 29. Prove que cada número a em um triângulo de Pascal menos 1 é igual à soma 
dos números dentro de um paralelogramo limitado pelos lados do triângulo e pelas diagonais 
contendo a (os números nas diagonais não estão incluídos; veja a Figura 86). 


Figura 86 


Problema 30º Prove que 
2 


(6) + (1) ea (5) = (80). 


83. Bolas e divisórias 


amos começar discutindo dois problemas interessantes, Cada um deles pode ser resolvido 


por um cálculo direto, embora tecnicamente complexo (tente isto também, mas mais tarde). 
Por outro lado, um simples mudança no enunciado do problema nos permite chegar facilmente 
à resposta (que, neste caso, é um número de combinações). 


Problema 31. Seis as estão numeradas de 1 a 6. De quantas maneiras podemos colocar 
20 bolas idênticas nelas de modo que nenhuma delas fique vazia? 


Solução. Vamos arrumar as bolas em uma fileira. Para determinar a distribuição das bolas 
nas caixas, precisamos dividir esta fileira em seis grupos de bolas usando cinco divisórias: o 
primeiro grupo para a primeira caixa, o segundo para a segunda caixa, ete. (veja a Figura 87). 
Logo, o número de maneiras de distribuir nossas bolas nas caixas é igual ao número de maneiras 
de colocar cinco divisórias entre as bolas na fileira. Qualquer divisória pode ser colocada em 
qualquer um dos 19 espaços entre as bolas (existem 19 = 20 — 1 espaços entre 20 bolas) e duas 
divisórias não podem ficar no mesmo espaço (isto significaria que uma das caixas ficaria vazia). 
Portanto, o número de todas as partições í é (19). 


Exercício. De quantas maneiras podemos distribuir n bolas idênticas em m caixas nume- 
radas de modo que nenhuma das caixas fique vazia? 
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FIGURA 87 


Problema 32. Seis caixas estão numeradas de 1 à 6. De quantas maneiras podemos distribuir 
20 bolas idênticas entre estas caixas (desta vez algumas das caixas podem ficar vazias 


Solução. Considere uma fileira de 25 objetos: 20 bolas idêntic; 
madas em uma ordem arbitrária. Tal fileira corresponde, 
das bola 


s e 5 divisórias idênticas, arru- 
sem ambiguidade, a alguma partição 
as bolas localizadas à esquerda da primeira divisória vão para a primeira caixa; as 
bolas entre a primeira e a segunda divisórias vão para a segunda caixa, ¢ assim por diante 
(talvez alguns pares de divisórias fiquem adjacentes na fileira, resultando em uma caixa vazia). 
Portanto, o número de partições é igual ao número de todas as fileiras possíveis com 20 bolas 
e 5 divisórias; ou seja, o número de partições é (7) (a fileira fica completamente determinada 
pelas 5 posições ocupadas pelas divisórias). 


Gostaríamos de observar que pode-se obter outra solução para o Problema 31 da seguinte 
forma: coloque uma bola em cada caixa (para se prevenir de que não haverá caixa vazia), depois 
use o resultado do Problema 32 (com 14 bolas em vez de 20). 

As ideias encontradas durante o processo de resolução dos dois problemas precedentes nos 
mostra como resolver o próximo problema, que é bem complicado, de maneira muito elegante. 


Problema 33. De quantas maneiras podemos representar o número nat ural n como uma 
soma de 


a) k números naturais’ 
b) k inteiros não negativos? 
Representações que diferem na ordem das parcelas são consideradas diferentes. 
Dica. Represente n como a soma de n algarismos iguais a 1; n 
esses n uns de “bolas” e as k parcelas do enunciado de “caixas”. As r 


n+k=l 

(M). 
Observações Metodológicas. As soluções que acabamos de dar nos mostram, novamente, o 
quão importante pode ser uma boa reformulação do enunciado de um problema. A razão para 
uma discussão tão completa da questão de distribuição de bolas em caixas é que reformulações 
semelhantes (planejar “divisórias”, etc.) são muito úteis na resolução de diversos problemas 


bem diferentes, não só em combinatória, mas em outros campos da matemáti 
em geral, 


Chame 


a e das ciências 


Problema 34. De quantas maneiras 12 moedas de um centavo podem ser colocadas em 
cinco bolsinhas diferentes de modo que nenhuma bolsinha fique vazia? 


Problema 35. Um artesão prec 
cores vermelha, verde ou azul, De q 


sa colocar capas em 12 livros idênticos usando capas de 
atas maneiras ele pode fazer isto? 


Problema 36. De quantas maneiras pode-se cortar um colar (na forma de um círculo inteiro) 
com 30 pérolas em 8 partes (só é permitido cortar entre as pérolas)? 
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Problema 37. Trinta pessoas votam em 5 candidatos. Se cada uma das pessoas votar em 
um candidato e se considerarmos apenas o número de votos dados a cada um dos candidatos, 
quantas distribuições possíveis de voto existem? 


postais. De quantas 


Problema 38. Uma agência dos correios vende 10 tipos de cartões 
maneiras podemos comprar 
a) 12 cartões postai: 
b) 8 cartões postais? 


Problema 39. Um trem com m passageiros tem que fazer n paradas. 

a) De quantas maneiras os passageiros podem saltar do trem nas paradas? 

b) Responda a mesima pergunta se só levarmos em consideração o número de passageiros 
que saltam em cada parada. 


Problema 40. Um bolsinha contém 20 moedas de um centavo, 20 moedas de cinco centavos 
e 20 moedas de dez centavos. De quantas maneiras podemos escolher 20 moedas entre essas 
60? 

Problema 41. De quantas maneiras podemos colocar sete bolas de bilhar brancas e duas 
pretas em nove caçapas? Algumas caçapas podem permanecer vazias e as caçapas são conside- 
radas distintas. 


Problema 42. De quantas maneiras três pessoas podem dividir entre si seis maçãs idênticas, 
uma laranja, uma ameixa e uma tangerina (sem cortar nenhuma fruta)? 


" quatro bolas pretas, quatro brancas 


Problema 43. De quantas maneiras podemos colo 
e quatro azuis em seis caixas diferentes? 

Problema 44. Uma sociedade com n membros escolhe seus representantes através de vota- 
ção. 

a) Quantos resultados pode ter uma votação “aberta” se todos votam em uma pessoa (que 
pode ser a própria)? Votação aberta significa que é levado em consideração não só o número 
de votos, mas também quem vota em quem. 

b) Responda a mesma pergunta se a votação não for aberta (e o resultado consiste apenas 
no número de votos que cada membro da sociedade recebeu). 


Problema 45. De quantas maneiras podemos arrumar cinco bolas vermelhas, cinco azuis e 
cinco verdes em uma fileira de modo que duas bolas azuis nunca fiquem uma do lado da outra? 


Problema 46 De quantas maneiras podemos representar o número 1.000.000 como produto 
de três fatores se considerarmos diferentes produtos que diferem na ordem dos fatores? 


Problema 47! Uma prateleira contém 12 livros. De quantas maneiras podemos escolher 
cinco deles de modo que dois dos livros escolhidos nunca fiquem um do lado do outro? 


84. x.O teorema binomial de Newton 


Para os professores. Esta seção está marcada com um asterisco porque é bem difícil para 
alunos do ensino médio. Entretanto, decidimos não omiti-la, já que seu conteúdo está intima- 
mente relacionado aos números (4) e ao triângulo de Pascal. Também não há dúvida de que 
o teorema binomial é um elemento indispensável da educação matemática, embora seu estudo 


possa ser adiado. 
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Observação. Este tópico está relacionado com combinatória, mas é diferente dela. No entanto, 
é relevante enunciar e demonstrar o teorema principal aqui, já que é usado em combinatória 
com frequência e sua demonstração baseia-se em ideias combinatórias. 
Todos conhecem a identidade 
A 
(a+b)? =a? +2ab +b?. 


Tentaremos deduzir uma fórmula para elevar o binômio (a + b) a uma potência inteira 
positiva arbitrária. Vamos escrever algumas potências sucessivas do binômio: 


(a+b)? = 1 

(a+b)! a + b 

(a+b)? = a? + 2ab + w 

(a+b) = oè + 3ab + 3ab? + b? 


É óbvio que os coeficientes à direita dos sinais de igualdade nessas identidades formam as 
linhas correspondentes do triângulo de Pascal. Sugerimos que a seguinte identidade é verdadeira: 


aro" = (Dar + Mario + (Mane +... +à "aor + (Por, 
0 1 2 n-1 n 


Esta identidade é, de fato, verdadeira e esta expansão é chamada de teorema binomial de 
Newton. Para demonstrá-la, expandimos o produto 


(a+b)" =(a+b)(a+b)(a+b)...(a+b)la+b) 
sem agrupar termos semelhantes e sem mudar a ordem dos fatores em cada monômio. Por 
exemplo, 
(a+b)(a+b)(a +b) = aaa + aab + abã + abb + baa + bab + bba + bbb. 

Vamos encontrar o coeficiente de a"-kb* depois de agrupar os termos semelhantes. E claro que 
este coeficiente é igual ao número de monômios que incluem b exatamente k vezes (e incluem a 
exatamente n — k vezes). Este número é igual a (4), já que é o número de maneiras de escolher 
k lugares para as letras b. 


Exercício. Prove o teorema binomial por indução. 


85. Problemas adicionais 


Para os professores. Esta seção é auxiliar e opcional: não contém material novo importante, é 
simplesmente uma lista de problemas. A inclusão desta seção neste capítulo tem dois objetivos. 
Primeiro, aumentamos a quantidade de problemas para as aulas. Segundo, depois de aprender as 
endo-as de tempos em tempos. Essas revisões 
separadas ou como olimpíadas matemáticas, “combates 


ideias combinatórias básicas, é bom continuar r 


podem ser organizadas como ses 
matemáticos”, ete. Os problemas a seguir podem ser usados nessas sessões de revisão ou em 
competições. 


Problema 48. Quantos pulseiras podem ser feitas usando 5 contas vermelhas idênticas e 2 
contas azuis idênticas? (Veja a Figura 88.) 
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FIGURA 88 


Problema 49. a) Um clube esportivo tem 30 associados e o treinador tem que escolher 4 
homens para uma corrida de 1000 metros. De quantas maneiras ele pode fazer isto? 

b) De quantas maneiras ele pode escolher um time de 4 associados para uma corrida com 
revezamento de 100m + 200m + 300m + 400m? 


Problema 50. Quantas “palavras” com seis letras contém pelo menos nma letra A (se 
qualquer sequência de letras é considerada uma palavra)? 


Problema 51. De quantas maneiras é possível desenhar um caminho formado por segmentos 
de reta com extremidades coincidindo com os vértices de um hexágono regular (os 
do caminho podem se intersectar)? 


»gmentos 


Problema 52. Quantos números diferentes com quatro algarismos e divisíveis por 4 podem 
ser escritos com os algarismos 1, 2, 3 e 4 
a) se cada algarismo só pode ser usado uma vez? 


DE 


Problema 53. Um pai tem 2 maçãs e 3 peras. Cada dia (de segunda a sexta) ele dá uma 
das frutas para sua filha. De quantas maneiras isto pode ser feito? 


ada algarismo pode ser usado qualquer número de vezes? 


Problema 54. Um grupo de teatro consiste em 20 atores. De quantas maneiras podemos 
escolher dois grupos de 6 atores cada para as duas apresentações de uma peça de modo que 
nenhum dos atores participe de ambas as apresentações? 


Problema 55. Encontre a soma de todos os números com três algarismos que podem ser 
escritos usando os algarismos 1, 2, 3, 4 (são permitidas repetições). 


Problema 56. De quantas maneiras podemos escolher 6 cartas de um baralho completo 
com 52 cartas de modo que todos os quatro naipes estejam representados? 


Problema 57. De quantas maneiras podemos colocar três notas de dois reais e dez moedas 
de um real em 4 caixas diferentes! 


Problema 58. Encontre o número de inteiros de O a 999.999 que não 
vizinhos iguais em sua representação decimal. 


1 dois algarismos 
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Problema 59. De quantas maneiras podemos dividir um baralho com 36 cartas, incluindo 
4 ases, pela metade de modo que cada metade contém exatamente 2 as 
Problema 60. Uma torre está no quadrado da extrema esquerda em uma tira 1 x 30 de 


quadrados e pode pular qualquer quantidade de quadrados para a direita em uma única jogada. 
a) De quantas maneiras a torre pode chegar no quadrado da extrema direita? 


b) De quantas maneiras ela pode chegar no quadrado da extrema direita em exatamente 7 
jogadas? 
Problema 61. Cada lado de um barco tem que ser ocupado por exatamente 4 remadores. De 
quantas maneiras podemos 31 candidate 
dez dos quais querem remar do lado esquerdo do barco, doze querem remar do lado direito e os 


colher um time de remadores para o barco se temo 


outros nove podem remar em qualquer posição? 


Problema 62º Em uma tabela com m linhas e n colunas, a célula na interseção da p-ésir 
linha com a q-ésima coluna está marcada. Quantos retângulos formados pelas células da tabela 
rontêm a célula marcada? 


Problema 63! Um cubo 10x 10x 10 é formado por pequenos cubos unitários. Um gafanhoto 
está no centro O de um dos cubos de canto. Em qualquer instante, ele pode pular para o centro 
de qualquer cubo que tenha uma face em comum com o cubo onde ele está, desde que este pulo 
aumente a distância entre o ponto O e a posição atual do gafanhoto. De quantas maneiras o 
gafanhoto pode chegar ao cubo unitário no canto oposto? 


1 ? ' 
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CAPÍTULO 12 


Invariantes 


81. Introdução 


Professor: “Vamos fazer uma experiência. Como vocês podem ver, temos 11 algar 
escritos no quadro negro — seis zeros e 
car dois algarismos quaisque: 


nos 
aco uns. Vocês têm que efetuar a seguinte operação 10 
Se eles forem iguais, escrevam outro O no quadro. Se eh 


vez 


forem diferentes, escrevam um 1. Façam em seus cadernos em qualquer ordem. Terminaram? 


Agora vou dizer que número vocês têm. O resultado tem que ser ... um!” 

Esta representação curta nos leva a uma pergunta natural: como o professor sabia o número 
que os alunos teriam no final do processo descrito? De fato, as operações poderiam ter sido 
efetuadas de diversas maneiras diferentes, mas uma coisa permanece a mesma: depois de cada 
operação, a soma dos números no quadro (ou nos cadernos) é sempre ímpar. Isto é bem fácil de 
verificar, já que a soma só pode aumentar ou diminuir de 0 ou de 2. A soma original era ímpar, 
de modo que, depois de 10 operações, o único número restante também tem que ser ímpar. Ao 
explicar isto, fica difícil não usar a palavra mágica “invariante”, 

Então, o que é um “invariante”? É claro que é alguma coisa que é invariante, que não 
muda-como a paridade da soma dos números no último exemplo. 

Outro exemplo de invariante: 


Problema 1. Existem apenas duas letras no alfabeto da linguagem Au-Au: A e U. Além 
disso, a linguagem satisfaz as seguintes condições: se você retirar duas letras vizinhas AU de 
qualquer palavra, obterá uma palavra com o mesmo significado. Analogamente, o significado 
de uma palavra não muda se você inserir as combinações UA ou AAUU em qualquer lugar em 
uma palavra. Você pode ter certeza de que as palavras AUU e UAA têm o mesmo significado? 


Solução. Note que, em qualquer retirada ou inserção permitida de algumas combinações de 
letras, o número de letras iguais a A na combinação é igual ao número de letras iguais a U. Isto 
significa que a diferença entre o número de letras iguais a À e o de letras iguais a U é invarian! 
Veja o exemplo 


U = UUA > UAAUUUA > UAUUA. 

Em todas essas palavras, o número de letras iguais a U é 1 a mais do que o número de 
letras iguais a A. Vamos voltar para a solução. A diferença para a palavra AUU é (—1) e para 
a palavra UAA é 1. Portanto, não podemos obter a palavra UAA da palavra AUU usando as 
operações permitidas e não podemos afirmar que essas palavras 


são sinônimas. 


Esta solução ilustra a ideia principal de um invariante. Temos alguns objetos e são permiti- 
das algumas operações nesses objetos. Depois são feitas perguntas do tipo: é possível obter um 
objeto de outro usando essas operações? Para responder, precisamos construir uma quantidade 
que não muda sob as operações dadas; em outras palavras, que seja invariante. Se os valores 
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desta quantidade não forem iguais para os dois objetos em que: 
não podemos obter um objeto do outro. 


o, a resposta será negativa — 


Vamos considerar outro problema: 


Problema 2. Um círculo está dividido em 6 
um peão. E permitido mover do 


setores (veja a Figura 89) e cada um deles tem 
peões quaisquer para setores vizinhos aos ocupados pelos 
peões naquele momento. É possível juntar todos os peões em um setor usando tais operações? 


A 


Figura 89 


Solução, Numeramos os setores no sentido horário de 1 a 6 (veja a Figura 90) e, para qual- 
quer distribuição dos peões dentro do círculo, consideramos a soma $ dos números dos setores 
ocupados por peões (contando multiplicidades). 


Figura 90 
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Exemplo. Para a distribuição na Figura 91, temos S=2+2+4+4+5+6=23. 


FIGURA 91 


Quando você move um peão para um setor vizinho, a parcela correspondente na soma S 
muda de paridade (de ímpar para par ou de par para ímpar). Portanto, se movermos dois 
peões simultaneamente, a paridade de S não vai mudar — ela é invariante. Para a distribuição 
na Figura 89, o valor de S é igual a 21. Se todos os peões estiverem em um setor de número 
A, então S = 6A. Este é um número par e 21 é ímpar. Logo você não pode transformar a 
distribuição inicial em uma distribuição com todos os peões no mesmo setor. 


Algumas vezes pode-se usar um invariante, não para provar que algum objeto não pode 
ser obtido de algum outro, mas para descobrir quais os objetos que podem ser obtidos de um 
objeto dado. Isto está ilustrado no problema a seguir. 


Problema 3. Os números 1, 2,3,..., 19, 20 estão esc 
dois números quaisquer a e b e e 
quadro depois de 19 dessas operaçõ 


os em um quadro. Pode-se apagar 
rever o novo número a + b — 1. Qual número estará no 


Solução. Para qualquer conjunto de n números no quadro, consideramos a seguinte quantidade 
X: a soma de todos os números menos n. Suponha que transformamos o conjunto como descrito 
no enunciado. Como varia a a quantidade X? Se a soma de todos os números exceto a e b 
for igual a S, então, antes da transformação, X = S + a + b — n e, depois da transformação, 
X=S+(a+b-1)-(n-1)=S+a+b-n. Logo o valor de X é o mesmo: é invariante. 
Inicialmente, (para o conjunto no enunciado) temos X = (1 +2 +... + 19 + 20) — 20 = 190. 
Portanto, depois de 19 operações, quando só tiver um número escrito no quadro, X será igual a 
190. Isto significa que o último número, que é X + 1, é 191, 


Para os professores. Se você ouvir a solução deste problema de um de seus alunos, será, 
provavelmente, algo do tipo: em cada passo, a soma de todos os números diminui de 1. São 19 
passos e, originalmente, a soma era 210. Portanto, no final, a soma vai ser iguala 210-19 = 191. 
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Esta é uma solução correta; entretanto, você deveria explicar que este é um “problema 
invariante”. O ponto é que, neste caso, o invariante era tão simples que pode ser interpre- 
tado trivialmente. O próximo problema, embora semelhante ao Problema 3, não permite tal 
simplificação”. 


Problema 4. Os números 1, 2,..., 20 estão escritos em um quadro. Pode-se apagar dois 
números quaisquer a e b e escrever o novo número ab + a +b. Qual número estará no quadro 
depois de 19 dessas operações? 
Dica. Considere como invariante a quantidade obtida aumentando-se de 1 cada número e 
multiplicando-se os resultados. 


Eis mais alguns problemas interessantes para usar o método dos invariantes. 


Problema 5. Seis pardais estão em seis árvores, um pardal em cada árvore. As árvores 
estão enfileiradas, com 10 metros entre duas árvores vizinhas. Se um pardal voar de uma árvore 
para outra, na mesma hora algum outro pardal voa de alguma árvore para outra que esteja 
à mesma distância, mas na direção oposta. É possível todos os pardais se juntarem em uma 
mesma árvore? E se forem sete árvores e sete pardais? 


Problema 6. Em uma tabela 8 x 8 uma das células está colorida de preto e todas as outras 
são brancas. Prove que não é possível tornar todas as células brancas recolorindo linhas e 
colunas, onde “recolorir” é a operação de mudar a cor de todas as células em uma linha ou 
coluna. 


Problema 7. Resolva o mesmo problema para uma tabela 3 x 3 (veja a Figura 92) se, 
inicialmente, a tabela só tem uma célula preta em um canto. 


FIGURA 92 


Problema 8. Resolva o mesmo problema para uma tabela 8 x 8 se, inicialmente, a tabela 
tem todos os quatro cantos pretos e todas as outras células brancas. 


Note que o Problema 6, diferente dos Problemas 7 e 8, pode ser resolvido usando-se apenas 
a noção de paridade (do número de células pretas). 
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Problema 9. Os números 1, 2, 3, , 1989 estão escritos em um quadro negro. Pode-se 
apagar dois números quaisquer e substituí-los pela sua diferença. Esta operação pode ser usada 
para se obter uma situação onde todos os números no quadro são zero: 


Problema 10. A Ilha Cromática tem 13 camaleões cinzas, 15 marrons e 17 vermelhos. 
Quando dois camaleões de cores diferentes se encontram, ambos mudam para a cor do terceiro 
(por exemplo, se um camaleão cinza encontra um marrom, ambos tornam-se vermelhos). É 
possível que, depois de algum tempo, todos os camaleões na ilha estejam da mesma cor? 


Vamos analisar a solução do Problema 10. Como podemos expressar o significado “numé- 
rico” da transformação? Podemos dizer que dois camaleões de cores diferentes “desaparecem” e 
dois camalções da terceira cor “aparecem”, Se quisermos usar um invariante numérico, podemos 
facilmente pensar em uma quantidade dependendo só dos números (a, b, c), onde a, b e c são 
os números de camaleões cinzas, marrons e vermelhos, respectivamente. A operação des 


a 


ignifica que a tripla (a, b, c) se transforma em uma das triplas (a — 1, b — 1, c +2) ou (a —1, 


b+2,c—-1)ou(a+2,b-—1,c—1) — dependendo da cor inicial dos dois camaleões que 
se encontram. E claro que as diferenças entre os números correspondentes nas triplas velhas 


ou novas ou não mudam ou mudam por 3, o que significa que os restos das divisões dessas 
diferenças por 3 são invariantes. Originalmente, a — b = 13 — 15 = —2 e, se todos os camalcões 
fossem vermelhos, teríamos a — b = 0—0 = 0, Os números 0 e —2 têm restos diferentes quando 
divididos por 3, o que prova que todos os camaleões não podem ser vermelhos. Os s quando 
todos os camaleões são cinzas ou marrons são tratados da mesma forma. 


Para os professores. Se o tema “Paridade” já foi estudado e voc 
paridade fez papel de um invariante, lembre seus alunos disto. 

O tema “Invariantes” é de caráter um tanto ab mo sua ideia principal permanece, 
muitas vezes, vaga e complicada para os alunos. Então é preciso dar uma atenção especial à 
análise da lógica da aplicação de invariantes na resolução de problemas. É particularmente 
importante analisar os problemas mais simples deste tópico de modo que cada aluno resolva 
pelo menos um problema independentemente. Tente ilustrar as soluções através de diversos 
exemplos, tornando a explicação o mais gráfica e evidente possível. Como de hábito, só introduza 
a palavra nova “invariantes” e toda a filosofia de invariantes depois dos alunos terem resolvido, 
ou pelo menos investigado, alguns dos problemas mais simples usando invariantes. 


analisou soluções onde a 


strato e me: 


É claro que a dificuldade principal na resolução de problemas usando invariantes é inventar 
a quantidade invariante. Isto é uma arte, que só pode ser adquirida pela experiência, depois de 
resolver muitos problemas semelhantes. Você não deve limitar sua fantasia. No entanto, não 
esqueça as seguintes regras simples: 

a) a quantidade que escolher tem que s 

b) este invariante tem que dar valore: 
um problema; 

e) é preciso começar determinando a classe de objetos para os quais a quantidade estará 
definida. 


r, de fato, invariante; 
diferentes para dois objetos dados no enunciado de 


Eis outro exemplo importante. 


Problema 11. Os números +1 e —1 estão colocados nos vértices de um polígono regular 
com 12 lados de modo que todos os vértices, com exceção de um deles, estão ocupados com 
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+1. É permitido mudar o sinal dos números em k vérti ivos quaisquer do polígono. É 


possível “deslocar” o único —1 para um vértice adjacente se 


aj k=3; 
b)k=4; 
c) k=6? 


Esboço da solução. A resposta é negativa em todos os três casos. A demonstração de todos 
eles segue o mesmo esquema geral: selecionamos algum subconjunto dos vértices que satisfazem 
a condição de que existe um número par de vértices selecionados em k vértices sucessivos 
quaisquer (veja a Figura 93). 


OCO 


FIGURA 93 


Verifique que esta condição é válida para os subconjuntos ilustrados na figura. 

Vamos escolher como invariante o produto dos números nos vértices selecionados. Inicial- 
mente, ele é igual a -1, mas, sc o —1 tiver sido “deslocado” para um vértice adjacente que não 
esti sele ncia para a quantidade 
introduzida segue da propriedade do subconjunto de vértices selecionados indicada acima. 


ionado, passa a ser 1. Finalmente, a propriedade de inva: 


Para os professores. Esta solução nos dá uma ideia que é comum no método de invariantes 
selecionar alguma parte de cada objeto na qual as mudanças causadas pelas transformações 
permitidas podem ser descritas facilment 
Comentário. Esta ideia também nos ajuda a resolver os Problemas 7 e 9. 
Aliás, você pode fazer para seus alunos uma pergunta “capciosa”: provamos que o —1 não 
pode ser deslocado para um vértice adjacente que não está selecionado. Mas ele pode 


deslocado para um vértice adjacente selecionado? 


82. Coloração 


Muitos problemas envolvendo invariantes podem ser resolvidos usando um tipo particular 
de invariante: a chamada “coloração”. A seguir, damos um exemplo padrão. 


Problema 12. Uma peça especial de xadrez, chamado de “camelo”, move-se ao longo de um 
tabuleiro 10 x 10 de maneira semelhante a um cavalo, só que com movimentos mais longos, que 
denotaremos por (1, 3): ele pode mover-se para qualquer quadrado adjacente e depois mover-se 
mais três quadrados em uma direção perpendicular (o movimento usual de um cavalo pode ser 
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denotado por (1,2)). É possível para um “ 
adjacente? 
Solução. A re: 


amelo” ir de alguma posição para um quadrado 


sposta é não. Considere a coloração padrão de um tabuleiro de xadrez em preto e 
“il verificar que um “camelo” sempre se move de um quadrado de uma cor para outro 


branco. E fác 
da mesma cor; em outras palavras, a cor de um quadrado onde o “camelo” está é invariante. 


Portanto, a resposta é negativa, já que dois quadrados adjacentes sempre têm cores diferente 


Eis aqui outros problemas usando métodos de “coloração” em suas soluções. 


Problema 13. a) Prove que um tabuleiro de xadrez 8 x 8 não pode ser coberto, sem 
sobreposições, por quinze poliminós 1 x 4 e um único poliminó ilustrado na Figura 94. 


FIGURA 94 


b) Prove que um tabuleiro 10 x 10 não pode ser coberto, sem sobreposições, por poliminós 


como o na Figura 95. 


FIGURA 95 


e) Prove que um tabuleiro 102 x 102 não pode ser coberto, sem sobreposições, por poliminós 
1x4. 


Dica para o 13 b). Use a coloração padrão de um tabuleiro de xadrez. 


Problema 14. Um tabuleiro retangular foi coberto por poliminós 1 x 4 e 2 x 2 sem sobre- 
Depois os poliminós foram removidos do tabuleiro, mas um poliminó 2 x 2 se perdeu. 


posi 
Foi providenciado outro poliminó, s 
coberto pelos poliminós sem sobreposições. 


que um 1 x 4. Prove que agora o tabuleiro não pode mais 


Problema 15. É possível para um cavalo de xadrez passar por todos os quadrados de um 
tabuleiro 4 x N tendo visitado cada quadrado exatamente uma vez e retornar ao quadrado 
inicial? 


amos analisar a solução do Problema 15. Colorimos os quadrados do tabuleiro 4 x N 
usando as quatro cores mostradas na Figura 96. Suponha que existe tal “excursão do cavalo”. 
A coloração ilustrada satisfaz a condição de que, se um cavalo está em um quadrado de cor 1 
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(respectivamente, 2), então depois do próximo movimento ele estará em um quadrado de cor 3 
(respectivamente, 4). 


HE 
|3 


4 
413 
2/1 | 


Ficura 96 


Como o número de quadrados de cores 1 e 2 é igual ao número de quadrados de cores 3 e 
4, esses pares de cores se alternam durante o percurso. Cada vez que um cavalo está em um 
quadrado de cor 3, ele vai para um quadrado de cor 1 na próxima jogada. Assim, as cores 1 e 
3 se alternam, o que é impossível já que, neste caso, o cavalo nunca visitaria os quadrados de 
cores 2 ou 4, Esta contradição completa a demonstração. 


Para os professores. 1. Um pouco de fantasia produzirá novos problemas de “coloração”. 
Podemos investigar, por exemplo, alguma variação de poliminós e tabuleiros no Problema 13. 
Lembre-se de que um método de “coloração” é usado, em geral, para provar uma resposta 
negativa. 

2. Um pouco mais sobre o método de “coloração” propriamente dito: existem problemas 
matemáticos que podem ser resolvidos usando coloração, embora não tenham nada a ver com 
a ideia de invariante (veja [3] e [42]) . Além disso, algumas variações deste método podem 
ser consideradas como tópicos independentes em uma sessão curta separada de um círculo 
matemático. 


§3. Restos como invariantes 


A seguir, temos mais sete problemas usando a idea de invariantes. Eles são notáveis porque 
o invariante em suas soluções é o resto módulo algum número natural. Esta é uma situação 
bastante comum (veja os Problemas 3, 7-9 que tratam de restos módulo 2, ou scja, paridade, 
ou o Problema 11, com módulo 3). 


Problema 16. O príncipe Ivan tem duas espadas mágicas. Uma delas pode cortar 21 cabeças 
de um dragão perverso. A outra espada pode cortar 4 cabeças, mas depois disso crescem mais 
1985 cabeças novas no dragão. O príncipe Ivan pode cortar todas as cabeças, se originalmente 
o dragão tinha 100 cabeças? (Observação. Se, por exemplo, o dragão tivesse três cabeças, 
seria impossível cortá-las todas com uma das espadas.) 
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Problema 17. Nos países Dília e Dália, as moedas são o díler e o dáler, respectivamente. 
Em Dília, a taxa de câmbio é de 10 dáleres por 1 díler e em Dália, a taxa é de 10 díleres por 
1 dáler. Um negociante tem 1 díler e pode viajar nos dois países, trocando dinheiro sem pagar 
taxas extras. Prove que, a menos que ele gaste algum dinheiro, nunca terá quantidades iguais 
de díleres e dáleres. 


Problema 18. Dr. Pardal inventou uma máquina de trocar moedas que pode ser usada 
em qualquer país no mundo. Não importa o sistema de cunhagem, a máquina recebe qualquer 
moeda e, se possível, devolve exatamente cinco outras com o mesmo valor total. Prove que, 
não importa como o sistema de cunhagem funciona em um país, você nunca pode começar com 
uma única moeda e terminar com 26 moedas. 


Problema 19. Temos três máquinas de impressão. A primeira aceita um cartão com dois 
números quaisquer a e b nele e retorna um cartão com os números a + 1 e b+ 1. A segunda 
só aceita cartões com números pares a e b e retorna um cartão com os números a/2 e b/2, A 
terceira aceita dois cartões com os números a, b e b, c respectivamente e retorna um cartão com 
os números a, c. Todas essas máquinas também retornam o cartão que receberam. É possível 
obter um cartão com os números 1, 1988, se tínhamos, originalmente, apenas um cartão com 
os números 5, 19? 


Problema 20. O número 8" está escrito em um quadro negro. Calculamos a soma de seus 
algarismos, depois a soma dos algarismos do resultado e assim por diante, até obtermos um 
único algarismo. Qual é este algarismo se n = 1989? 


Problema 21. Um tubo de ensaio contém amebas marcianas de três tipos (A, B e C). Duas 
amebas de dois tipos diferentes quaisquer podem se fundir em uma ameba do terceiro tipo. 
Depois de vários desses processos de fusão, só restou uma ameba no tubo de ensaio. Qual é o 
tipo desta última ameba, se inicialmente existiam 20 amebas do tipo A, 21 do tipo B e 22 do 
tipo C? 


Problema 22. Um peão se move em um tabuleiro de xadrez n x n; em cada jogada, ele 
pode se mover um quadrado para acima, um quadrado para a direita ou um quadrado ao longo 
da diagonal que vai para a esquerda e para baixo (veja a Figure 97). Ele pode percorrer todos 
os quadrados no tabuleiro, visitando cada um exatamente uma vez e terminar seu passeio no 
quadrado à direita do quadrado inicial? 


Vamos tentar simular o processo de resolução do Problema 19. 


Para os professores. É muito eficaz apresentar a solução como uma história curta, dizendo 
é chegou a ela, como descobriu o invariante e assim por diante. 


como voc! 


O que temos, aparentemente? — são dadas algumas operações permitidas e temos que 
responder se é possível obter um objeto dado de outro. Isto imediatamente sugere encontrar 
um invariante. Vamos começar nossa busca. 

A primeira operação leva (a,b) em (a +1,b +1). Qual é o invariante sob esta operação? 
Certamente a diferença entre os números nos cartões, já que (a + 1) — (b + 1) = a — b. Mas a 
segunda operação modifica a diferença: a/2— b/2 = (a — b)/2 — a diferença fica dividida por 
dois. A terceira operação soma as diferenças: a — ce = (a — b) + (b — c). 
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FIGURA 97 


Estas observações nos fazem pensar que não é a diferença entre os números no cartão que é 
invariante. Entretanto, é bastante provável que a diferença tenha alguma coisa a ver com este 
(até agora desconhecido) invariante. O que pode ser? Vamos tentar obter alguns cartões do 
cartão dado. 

(5,19) > (6,20) 

(6,20) > (3,10) 

(3,10) > (20,27) 

(6,20), (20,27) — (6,27) 

Basta. Agora vamos observar os resultados do nosso trabalho. Temos os seguintes cartõe: 
(5, 19), (6, 20), (3, 10), (20, 27), (6, 27). As diferenças para os pares de números nos cartões 

ão: 14, 14, 7, 7, 21. Finalmente, sabemos o que precisamos provar! A conjectura mais plausível 


são 
é que nossa diferença a — b é sempre divisível por 7. Este fato pode ser provado facilmente, 
Só precisamos considerar o comportamento da diferença sob as operações permitidas. Ou cla 
não muda, ou é multiplicada por + ou duas diferenças são somadas dando uma outra. Mas a 
diferença para o cartão que queremos obter — (1, 1988) — é igual a 1 — 1988 = —1987 e não é 
divisível por 7. Isto completa a solução e a resposta é negativa. 


* * * 


Os problemas neste conjunto são mais difíceis do que a maioria dos Problemas 1-22, mas 
servem como bons exercícios para casa e para investigação mais aprofundada. 


abela m x n estão preenchidas com números tai 
a coluna é igual a 1. Prove que m=n. 


Problema 23. As células de uma 
soma dos números em cada linha e cad 
Observação. Pode parecer estranho, mas este é um “problema invariante”. 


s que a 


Problema 24. Sete copos estão em uma mesa — todos de cabeça para baixo. É permitido 
virar quaisquer 4 deles em um movimento. E possível chegar a uma situação onde todos os 
copos estão virados para cima? 


Problema 25. Sete zeros e um 1 estão posicionados nos vértices de um cubo. É permitido 
somar um aos números nas extremidades de qualquer aresta no cubo, É possível tornar todos 
os números iguais? Ou tornar todos os números divisíveis por 3? 
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culo está dividido em s 


Problema 26. Um ci is setores e os seis números 1, 0, 1, 0, 0, 0 
> escritos no sentido horário, um em cada setor. É permitido somar 1 aos números em dois 
tores adjacentes. E possível tornar todos os números iguais 


Problema 27. Na situação do Problema 19, encontre que cartões podem ser obtidos do 
cartão (5, 19) e que cartões não podem. 


Problema 28. Um monte de 1001 pedras está em cima de uma mesa. Você pode fazer a 
guinte operação: escolhe um dos montes que contém mais de uma pedra, joga fora uma pedra 
e divide o monte em dois montes menores (não necessariamente iguais). É possível chegar a 
uma situação em que todos os montes na mesa contêm exatamente 3 pedras? 


Problema 29. Os números 1,2,3,...,n estão escritos em uma linha, E permitido transpor 
dois números vizinhos quaisquer. Se são executadas 1989 dessas operações, é possível que a 
ordem final dos números coincida com a original? 

Problema 30. É dada uma tripla de números. E permitida a execução da seguinte operação 


na tripla: mudar dois dos números — digamos, a e b — para (a +b)/v2 e (a — b)/v2. É 
possível obter a tripla (1, VŽ, 1 + VŽ) da tripla (2, V2,1/v2) usando tais operaçõ 


Para os professores. 1. “Problemas invariantes” são muito populares; por exemplo, pelo 
menos dois ou três problemas em cada Olimpíada de Matemática da Cidade de São Petersburgo 
podem ser resolvidos usando a ideia de um invariante. 


2. A ideia de um invariante é bastante difundida e permeia áreas diferentes da ciência, 


Se seus alunos estiverem familiarizados com os conceitos básicos de física, então você poderá 
analisar, como exemplos, alguns corolários da lei de conser o de energia, ou do teorema de 
conservação de momento, ete, 

. Os alunos precisam compreender que, se algum invariante (ou mesmo diversos invarian- 
> os mesmos valores para dois objetos dados, isto não significaria que os objetos 
s, Este é um erro comum que aparece 


tes) fornece 


poderiam ser obtidos um do outro pelas operações descrita 
depois do primeiro contato com invariantes. Dê alguns exemplos simples que refutam este erro. 
4. Mais uma vez lembramos os invariantes mais simples e mais usados: 
1) resto módulo algum número natural — Problemas 3, 7-11, 17-23 
2) seleção de uma parte de um objeto — Problemas 7, 9, 12; 
3) coloração — Problemas 13-16; 
4) alguma expressão algébrica envolvendo variáveis dadas — Problemas 4, 26 


CAPÍTULO 13 


Grafos—2 


Este capítulo continua a investigação de grafos iniciada na primeira parte deste livro. Por 
que deveríamos retornar a este tópico? Primeiro, grafos são objetos interessantes e frutife- 
ros para se estudar. Segundo, e mais importante, argumentos elementares sobre grafos nos 
aproximam de matemática mais séria (isto se refere, principalmente, às §§1 e 3 deste capítulo). 


81. Isomorfismo 


Como mencionamos antes, o mesmo grafo pode ser desenhado de diversas maneiras. Por 
exemplo, o mesmo esquema de relações ou de rotas aéreas podem ser desenhados como figuras 
que nem se parecem. Considere o seguinte exemplo: durante um torneio envolvendo cinco times 
A, B, C, De E, o time A jogou com os times B, D e E. Além disso, o time C jogou com os 
times B e D, e o time D também jogou com E. É claro que ambos os desenhos na Figura 98 
representam esta situação. 


Figura 98 


Vamos agora dar a definição precisa. 
Definição. Dois grafos são ditos isomorfos se eles têm o mesmo número de vértices (digamos 
n) e os vértices de cada um dos grafos podem ser numerados de 1 a n de tal modo que vértices 
no primeiro grafo estão ligados por uma aresta se e somente se dois vértices tendo os mesmo 
números no segundo grafo também estão ligados por uma aresta. 
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Agora podemos cumprir o prometido e provar que os grafos ilustrados na Figura 99 (que 
são cópias daqueles no capítulo “Grafos-1”) não são isomorfos. 


G O 


FIGURA 99 


O ponto é que o número de componentes conexas desses dois grafos são diferentes: 
primeiro grafo tem três e o segundo tem duas. 

Vamos mostrar agora que grafos isomorfos têm que ter o mesmo número de componentes 
conexas. Basta ver que, se dois vértices no primeiro grafo pertencem a uma componente concxa, 
então eles estão conectados por algum caminho, o que implica que os dois vértices correspon- 
dentes no segundo grafo também estão conectados por algum caminho e, portanto, também 
pertencem a uma componente conexa, 


o 


D isomorfos? 


Problema 1. Os pares de grafos ilustrados na Figura 100 


AE DAVAY 
ZO ANÉD 


Figura 100 
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Solução. As Figuras 101 e 102 mostram que os pares nos itens a) e b) são isomorfo: 
nos outros itens não são. 


1 3 | 
7 2 6 
6d »3 
4 
5 
5 4 
7 2 


FIGURA 101 


1 2 1 2 
4 3 a 


FIGURA 102 


Os pares 


Dicas. c) O número de vértices do primeiro grafo é diferente do número de vértices do segundo. 
d) O número de arestas do primeiro grafo é diferente do número de arestas do segundo. e) O 
número de components conexas do primeiro grafo é diferente do número de components conexas 
do segundo. f) O primeiro grafo tem um vértice com quatro arestas saindo dele, mas não existe 
tal vértice no segundo grafo. g) O primeiro grafo tem uma aresta que, se for retirada, fará com 
que o grafo passe a ter duas components conexas. O segundo grafo não contém uma aresta com 
esta propriedade. Isto pode ser demonstrado de outro modo: consideramos caminhos fechados 
que não passam duas vezes pelo mesmo vértice. O primeiro grafo tem dois desses caminhos 
fechados: um de comprimento! 3 e outro de comprimento 4. O segundo grafo tem três desses 
caminhos: seus comprimentos são 4, 5 e 7. 


10 comprimento de um caminho é o número de arestas que ele contém. 
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Para os professores. Intuitivamente, os estudantes compreendem bem quando os grafos são 
“idênticos”. Mas é interesssante ouvir suas próprias tentativas independentes de dar uma defini- 
ção precisa de isomorfismo. Algumas dessas “definições” podem envolver algo como “grafos são 
omorfos (idênticos) se tiverem o mesmo número de vértices c arestas”. A busca de soluções 
para os vários itens do Problema 1 também pode levar a discussões muito interessantes sobre 
diversos critérios para os grafos não serem isomorfos. 


Um conceito importante foi mencionado meio que por acidente na solução do Problema 1. 
Vamos dar agora uma definição mais preci; 


Definição. Um ciclo é qualquer caminho fechado em um grafo que não passa pelo mesmo 
vértice duas vezes (exceto pelo vértice inicial, que é o mesmo que o final). 

Ao discutir o item g), notamos que o grafo ilustrado na Figura 103 (a) tem dois ciclos: 1-2- 
3-4-1 e 5-6-7-5, enquanto que o grafo ilustrado na Figura 103 (b) tem três ciclos: 1-5-6-7-1, 
1-2-3-4-5-1 e 1-2-3-4-5-6-7-1. 


6 1 
7 2 
5 
7 3 
3 4 6 
4 
2 1 5 


FIGURA | 


es conceitos e definições 


A seguir temos mais dois problemas relacionados com 


Problema 2. Prove que não existe um grafo com 5 vértices com graus iguais a 4, 4, 4, 4 © 2. 


Problema 3. Prove que existe um grafo com 2n vértices com graus iguais a 1, 1, 2, 2, ..., 


nen. 


Problema 4. É verdade que dois grafos têm que ser isomorfos se 
a) ambos têm 10 vértices e o grau de cada um deles é igual a 
b) ambos têm 8 vértices e o grau de cada um deles é igual 
c) ambos são conexos, sem ciclos e têm 6 arestas? 
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Problema 5. Em um grafo conexo, o grau de quatro de seus vértices é igual a 3 e os graus 
de todos os outros vértices é igual a 4. Prove que não existe aresta que possa ser retirada de 
modo que o grafo se divida em duas componentes conexas. 


62. Árvores 


Nesta seção discutiremos um tipo de grafo que parece muito simpl 
importante na teoria de grafos. 


» mas tem um papel 


Definição. Uma árvore é um grafo conexo sem ciclos. 


Por exemplo, os grafos na Figura 104 são árvores, enquanto que os grafos nas Figuras 105 


e 106 não são. 
(a) (b) 


FIGURA 104 


FIGURA 105 
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FIGURA 106 


Este tipo de grafo recebeu este nome porque alguns deles realmente parecem com árvores 
(veja a Figura 104 (b)). 

Ao estudar as propriedades de árvor: 
Já definimos o conceito de caminho no capítulo “Graf 
não incluir qualquer de suas arestas mais de uma vez. 


s, O conceito de um caminho simples é bastante útil. 
1”. Um caminho é dito “simples” se 


Problema 6. Prove que um grafo no qual dois vértices quaisquer estão conectados por um 


e apenas um caminho simples é uma árvore. 

Solução. E óbvio que tal grafo é conexo. Vamos supor que ele tem um ciclo. Então dois 
vértices quaisquer neste ciclo estão conectados por pelo menos dois caminhos simples (veja a 
Figura 107). Esta contradição prova que nossa hipótese estava errada. 


° 
id o 
° ° 
° ° 
° ° 
A ° 
o ° 
° 
° ° 
é ° 
° 


FIGURA 107 


Vamos provar agora a recíproca. 


Problema 7. Prove que, em qualquer árvore, dois vértices quaisquer estão conectados por 
um e apenas um caminho simples. 
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Solução. Suponha, por absurdo, que existem dois vértices X e Y que estão conectados por dois 
caminhos simples diferentes. Pode parecer, à primeira vista, que obteríamos um ciclo indo de 
X para Y pelo primeiro caminho e retornando pelo segundo caminho. Infelizmente, isto não 
é inteiramente verdadeiro. O problema é que nossos caminhos podem ter outros vértice em 
comum além de suas extremidades (veja a Figura 108) e, por definição, os vértices de um ciclo 
não podem se repetir. Para extrair um ciclo de fato deste “ciclo impróprio”, precisamos fazer o 
seguint: 

1) Saindo de X, escolha o primeiro vértice onde nossos caminhos divergem (este é o ponto 
A na Figura 108). 

2) Depois deste vértice escolhido precisamos encontrar, no caminho número 1, o primeiro 
ponto que também pertence ao caminho número 2 (vértice B na Figura 108). 

Agora as partes dos dois caminhos entre os vértices A e B formam um ciclo, 


FIGURA 108 


Para os professores. As duas primeiras frases desta solução contém sua ideia básica. A parte 
mais técnica pode ser complicada demais para alguns estudantes. 


Os resultados dos Problemas 6 e 7 fornecem outra definição possível de uma árvore, equi- 


valente à primeira. 
Definição. Uma árvore é um grafo no qual dois vértices diferentes quaisquer estão conectados 


por um e apenas um caminho simples. 


as definições. 


Ao resolver os problemas a seguir, usaremos qualquer uma de: 


Problema 8. Prove que, em qualquer árvore tendo pelo menos uma aresta, existe um vértice 
que é extremidade de exatamente uma aresta (tal vértice é chamado de folha). 

Solução. Considere um vértice arbitrário da árvore e siga qualquer aresta que sai dele para 
outro vértice. Se este novo vértice tem grau 1, ficamos aí; caso contrário, seguimos ao longo de 
qualquer aresta para outro vértice e assim por diante. É claro que não podemos voltar para 
um vértice que visitamos antes — isto significaria a existência de um ciclo. Por outro lado, 
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como nosso grafo tem um número finito de vértices, nosso percurso tem que terminar em algum 


lugar. Mas este vértice onde paramos é uma folha! 


Chamaremos o enunciado do Problema 8 de Lema da Folha. Este lema será usado mais 
tarde em outras soluções. 


Para os professores. Começando nesta seção, formularemos nossos problemas na linguagem 
ou mais informalmente. Nossa experiência mostra que não deveríamos usar 
ssivamente uma só dessas duas formas. Primeiro, os estudantes precisam compreender a 
linguagem formal. Segundo, eles precisam aprender a ver o significado real do problema por 
sim, é melhor usar ambas as linguagens livremente, sem ficar 


trás de seu enunciado informal. A: 
obcecado com uma delas. 


Problema 9. Todos os vértices de um grafo têm grau 3. Prove que o grafo tem um ciclo. 


Problema 10. Prove que, se uma aresta (mas não suas extremidades) é retirada de uma 
árvore, então o grafo resultante não é conexo. 


Problema 11. Existem 101 cidades na Terra da Floresta. Algumas delas estão ligadas por 
estradas e cada par de cidades está ligada a um e apenas um caminho simples. Quantas estradas 
existem? 


Solução. Colocando o problema em uma linguagem formal, podemos dizer que o grafo das 
estradas na Terra da Floresta é uma árvore. Esta árvore tem que ter uma folha. Vamos 


retirá-la, junto com sua aresta. O grafo resultante também é uma árvore, logo tem uma folha, 
que também retiramos com sua única aresta, Executando esta operação 100 vezes, obtemos 
uma árvore com um vértice e, é claro, sem arestas. Como estamos retirando uma aresta por 
operação, concluimos que havia 100 arestas. 


Da mesma maneira, você pode provar outro fato mais geral, 
Teorema. Em qualquer árvore, o número de vértices é igual ao número de arestas mais 1. 


A re 


Problema 12. Prove que um grafo conexo no qual o número de vértic 
de arestas mais 1 é uma árvore. 


fproca deste teorema também é válida. 


s é igual ao número 


Problema 13. Uma rede de vôlei tem a forma de um reticulado retangular de dimensões 
50 x 600. Qual é o número máximo de trechos unitários que podem ser cortados da rede antes 
dela se dividir em mais de um pedaço? 

Solução. Consideramos esta rede de vôlei como um grafo, seus nós como vértices e seus trechos 
unitários como arestas. Nosso objetivo é retirar o maior número de arestas possível mantendo o 
grafo conexo. Retiramos as arestas uma a uma enquanto pudermos. Note que, se o grafo tiver 
um ciclo, então podemos retirar qualquer das arestas neste ciclo. Mas um grafo conexo sem 
ciclos é uma árvore — assim, quando tivermos obtido uma árvore, não podemos retirar mais 
nenhuma das arestas do grafo! 


13. TEOREMA DE EULER 155 


Vamos calcular o número de arestas no nosso grafo neste momento final, O número de 
vertices é o mesmo que originalmente — ou seja, é igual a 51 - 601 = 30651. Por outro lado, 
uma árvore com esta quantidade de vértices tem que ter 30651 — 1 = 30650 arestas. Logo no 
início tínhamos 601 - 50 + 600 - 51 = 60650 arestas. Logo, não podemos retirar mais de 30000 
arestas — e é fácil ver que podemos fazer isto de fato. 


Observações Metodológicas. Chamamos sua atenção para a ideia chave da solução — en- 
ntrar a árvore “maximal” dentro de nosso grafo. Certamente, esta árvore “maximal” não é 
única (veja a Figura 109). Este método (selecionar a árvore “maximal”) também ajudará na 
resolução dos três problemas seguintes. 


Figura 109 


Problema 14. Um país tem 30 cidades. Cada uma delas está ligada a cada uma das outras 
por uma única estrada. Qual o número máximo de estradas que podem ser fechadas de modo 
oa ainda possa chegar a qualquer cidade partindo de qualquer outra? 


que uma pes 


Problema 15. Prove que, em qualquer grafo conexo, é possível retirar um vértice com todas 
as suas arestas de modo que o grafo continue conexo. 


Problema 16º Um país tem 100 cidades e algumas delas estão ligadas por linhas aéreas. 
Sabe-se que se pode ir de qualquer cidade para qualquer outra (talvez com diversas paradas 
intermediá 


is). Prove que você pode voar no país e visitar todas as cidades fazendo não mais 


do que 
a) 198 voos; 
b) 196 voos. 


Para os professores. Pode-se dedicar uma sessão separada para o conceito de árvore e pro- 
blemas relacionados. Problemas usando a ideia de uma árvore maximal podem ser colocados 
um a um depois de uma discussão completa da ideia. 


83. Teorema de Euler 


Nesta seção, demonstraremos um teorema clássico nomeado em homenagem ao grande ma- 
temático do século XVIII Leonard Euler. Relacionado a isto, discutimos, também, propriedades 
de um tipo importante de grafo, cuja definição está a seguir. 

Definição. Um grafo que pode ser desenhado de modo que suas arestas não se intersectem 
(exceto em suas extremidades) é chamado de grafo planar. 
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Por exemplo, o grafo mostrado na Figura 110 é planar (um grafo isomorfo a ele está ilustrado 
na Figura 111), enquanto que o grafo na Figura 112 não é (este fato será demonstrado um pouco 
mais adiante). 


FIGURA 110 


FIGURA 111 


SURA 112 
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Dizemos que um grafo planar está representado propriamente por uma figura se suas arestas 
(como mostrado na figura) não se intersectam em pontos interiores. 


Para os professores. Talvez você já tenha notado que não estamos sendo muito precisos ao 
usar o conceito de um grafo — não distinguimos entre grafos diferentes, porém isomorfos. Esta 
imprecisão fica especialmente clara na definição de um grafo planar. É importante que os alunos 
compreendam que um grafo pode ser planar mesmo se algumas de suas ai 
em uma determinada representação (veja a Figura 110). 


as se intersectem 


Se um grafo estiver representado propriamente, então ele dividirá o plano em diversas 
regiões denominadas faces. Vamos denotar o número de faces por F, o número de vértices por 
V e o número de arestas por A. Para o grafo na Figura 111, temos V = 4, A = 6, F = 4 (a 
região externa infinita do plane é contada como uma face). 


Então o fato a seguir é verdadeiro. 

Teorema de Euler. Para um grafo planar conexo representado propriamente, a igualdade 
V-A+F=2é sempre válida, 

Demonstração. Repetimos o argumento usado na solução do problema sobre a rede de vôlei: 
retiramos as arestas até obtermos uma árvore, mantendo o grafo conexo, Considere o compor- 
tamento das quantidades V, A e F sob tal operação. É evidente que o número de vértices não 
muda, enquanto que o número de arestas diminui de 1. O número de faces também diminui de 
1: a Figura 113 mostra como duas faces adjacentes à aresta retirada se fundem em uma nova 
face. Logo V — A + F não muda sob esta operação (podemos dizer que V — A + F é invariante 
em relação a esta operação — veja o capítulo “Invariantes"!). 


Figura 11 


Como temos, para a árvore resultante, V— A = 1 (pelo teorema da seção anterior) e F = 1, 
para esta árvore temos V— A +F = 2 e portanto, a mesma igualdade é verdadeira para o grafo 
original. 


A igualdade V — A + F = 2 é conhecida como a fórmula de Euler. 


O teorema de Euler é um resultado muito forte e podemos deduzir dele um monte de 
corolários lindos e interessantes. Vamos começar com um problema simples. 
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Problema 17. Existem 7 lagos na Terra dos Lagos. Eles estão ligados por 10 canais de modo 
que seja possível usá-los para nadar de qualquer um dos lagos para qualquer outro. Quantas 
ilhas existem na Terra dos Lagos 


O próximo problema é mais difícil. 


Problema 18. Vinte pontos estão marcados dentro de um quadrado. Eles estão conectados 
entre si por segmentos que não se intersectam e estão conectados com os vértices do quadrado 
de tal modo que o quadrado fica dividido em triângulos. Quantos triângulos temos? 


Solução. Vamos considerar os pontos e os vértices do quadrado como os vértices de um grafo 
Planar, e os segmentos e os lados do quadrado como suas arestas. Para cada região (entre as 
que o grafo divide o plano), calculamos o número de arestas em sua fronteira. Depois somamos 
todos esses números. Como qualquer aresta separa exatamente duas faces diferentes, este total 
tem que ser o dobro do número de arestas. Como todas as faces são triângulos, exceto a face 
externa, cuja fronteira é formada por quatro arestas, obtemos 3(F — 1) +4 = 2A; ou seja, 
A =3(F— 1)/2+2. Mas o número de vértices é igual a 24, logo. usando a fórmula de Euler, 


temos 
24- (+) +F=2. 


Assim, F = 43 (contando a “face externa”). Portanto, no: 


o quadrado está dividido em 42 


Problema 19. Prove que, em um grafo planar, 2A > 3F. 


Vamos continuar com alguns corolários clás: 
uma desigualdade. 


s do teorema de Euler. Começamo; 


Problema 20. Prove que, em um grafo planar conexo, A < 3V — 6. 


Solução. O problema precedente nos dá 2A > 3F. Substituindo na fórmula de Euler. temos 
V-A+2A/3>2. Portanto, A < 3V — 6, como desejado. 


Problema 21. Prove que, para qualquer grafo planar (mesmo que não seja conexo), A < 
3V—6. 

Dica. A desigualdade é simplesmente o resultado da soma das desigualdades correspondentes 
para cada componente conexa. 


E surpreendente que a última desigualdade nos permite demonstrar a afirmação feita no 
início desta seção. 


Problema 22. O grafo com 5 vértices tal que cada um deles 
a todos os outros não é planar. 
Dica. A desigualdade À < 3V — 6 não é válida. 


tá conectado por uma aresta, 


a a cada um dos outros é dito 


Um grafo tal que cada vértice está conectado por uma ares 
completo. A Figure 114 mostra o grafo completo com 6 vértic: 


ices não é 


O resultado do Problema 22 significa que um grafo completo com mais de 4 véi 
planar. 
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FIGURA 114 


uir três casas e tri 


Problema 23. É possível cons s poços, depois ligar cada casa com 
cada poço por nove caminhos de modo que dois deles nunca se intersectem exceto em suas 
extremidadi 
Dica. Para o grafo dado neste problema, a desigualdade 2A > 3F pode ser melhorada. De 
fato, qualquer ciclo neste grafo tem que ter comprimento par, já que casas € poços se alternam. 
Supondo que o grafo é planar e está representado propriamente, deduzimos que cada face nesta 
representação (supostamente) planar tem que ter pelo menos 4 arestas em sua fronteira. Ass 
os mesmos cálculos que na solução do Problema 19 nos dá a desigualdade A > 2F. Mas 
desigualdade não é válida, logo a resposta à nossa pergunta é não. 


im, 
esta 


Problema 24. Prove que, 
então o grafo não é planar. 


se o grau de cada um dos 10 vértices de um grafo é igual a 5, 


A desigualdade A < 3V—6 pode ser usada para demonstrar os tri 


seguintes fatos elegantes. 


Problema 25. Prove que, em qualquer grafo planar, existe um vérti 
iguala 5, 


com grau menor ou 


Problema 26. Cada aresta do grafo completo com 11 vértices está colorido de vermelho ou 
de azul. Agora olhamos o grafo que consiste em todas as arestas vermelhas e o que consiste em 
todas as arestas azuis. Prove que pelo menos um de 


es dois grafos não é planar. 


Problema 27! Um heptágono (um polígono com 7 lados) está dividido em pentágonos e 
hexágonos convexos de modo que cada um de seus vértices pertence a pelo menos dois desses 
polígonos menores. Prove que o número de polígonos nes 
13. 


te mosaico não pode ser menor do que 


Para os professores. Nossa experiência mostra que o matei 
importante para a teoria dos grafos. Provavelmente, uma se: 
a este assunto. 


al coberto nesta seção é bem 
eparada deveria ser dedicada 
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84. Problemas variados 


Juntamos, nesta seção, alguns problemas de várias partes de teoria dos grafos. Ao resolvê- 
los, é preciso combinar os métodos descritos neste e no capítulo “Grafos-1” com outras ideias. 
Portanto, esses problemas são bem difíceis. 


Problema 28. Prove que qualquer grafo conexo tendo não mais do que dois vértices “ímpa- 
res” (veja o capítulo “Grafos-1”) podem ser desenhados sem levantar o lápis do papel de modo 
que cada aresta é desenhada exatamente uma vez. 

Esboço da demonstração. Suponha que o grafo não tem nenhum vértice “ímpar”. Vamos 
demonstrar por indução no número de arestas. A base (o grafo sem arestas) é óbvia. Para 
provar o passo indutivo, vamos considerar um grafo conexo arbitrário cujos vértices são todos 
“pares”, Como este grafo não tem folhas, ele não pode ser uma árvore e portanto, tem que conter 
um ciclo. Podemos retirar, temporariamente, toda as arestas no ciclo. Depois disso, o grafo 
se separa em diversas componentes conexas que têm vértices em comum com o ciclo “retirado 
temporariamente” e satisfazem a condição do teorema (veja a Figura 115). Pela hipótese de 
indução, cada uma dessas componentes pode ser desenhada da maneira desejada. Agora é claro 
como desenhar o grafo original: seguimos o ciclo e, chegando a um vértice que pertence a uma 
componente conexa, desenhamos a componente a partir deste vértice (e terminando no mesmo 
vértice, o que é importante!) e depois continuamos nosso movimento ao longo do ciclo. 


RA 115 


A demonstração para o caso em que o grafo contém dois vértices de grau ímpar é bem 
semelhante — temporariamente retire um caminho ligando esses dois vértices e aplique a mesma 
técnica. 
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Um grafo que pode ser desenhado sem se tirar o lápis do papel de modo que cada aresta 
seja desenhada exatamente uma vez é dito um grafo de Euler ou unicursal. 

No capítulo “Grafos-1”, já provamos que um grafo de Euler não pode ter mais do que dois 
vértices “ímpares”. O último problema nos permite combinar nossos resultados em um teorema. 
Teorema. Um grafo é um grafo de Euler se e somente se ele é conexo e não tem mais de dois 
vértices “ímpares”. Note que já provamos a parte “se” do teorema. 


Aqui estão mais três problemas. 


Problema 29. É possível formar o reticulado na Figura 116 

a) a partir de 5 linhas poligonais de comprimento 8 cada? 

b) a partir de 8 linhas poligonais de comprimento 5 cada? (O comprimento de cada segmento 
do reticulado é 1.) 


FIGURA 116 


Problema 30. Cem círculos formam uma figura conexa no plano. Prove que esta figura 
pode ser desenhada sem se tirar o lápis do papel ou desenhar qualquer parte de qualquer um 
dos círculos mais de uma vez. 


Problema 31. Prove que um grafo conexo com 2n vértices “ímpares” pode ser desenhado 
sem se desenhar nenhuma aresta mais de uma vez e de tal maneira que o lápis será levantado 
do papel exatamente n — 1 vezes. 


Problema 32. Cinquenta cientistas estão participando de uma conferência e cada um deles 
conhece pelo menos 25 dos outros. Prove que existem quatro deles que podem se sentar a uma 
mesa redonda tendo, cada um deles, dois conhecidos como vizinhos. 
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Problema 33. Cada um dos 102 alunos de uma escola conhece pelo menos outros 68 alunos. 


Prove que existem quatro alunos que têm o mesmo número de conhecidos. 


Problema 34* Vamos denominar o comprimento de qualquer caminho simples conectando 
dois vértices em uma árvore de distância entre esses vértices. Vamos chamar a soma de todas as 
distâncias entre um vértice dado e todos os outros vértices do grafo a lonjura do vértice. Prove 
que uma árvore contendo dois vértices cujas lonjuras diferem por 1 tem um número ímpar de 
vértices. 


Problema 35. Alice desenhou 7 árvores em um quadro negro, cada uma delas com 6 vértices. 
Prove que duas delas são isomorfas. 


Problema 36. Em determinado país, duas cidades quaisquer estão conectadas ou por uma 
linha aérea ou por um trem. Prove que 

a) é possível escolher um tipo de transporte de modo que alguém possa ir de qualquer 
cidade a qualquer outra usando apenas o tipo de transporte escolhido; 

b) existe uma cidade e um tipo de transporte tal que a partir desta cidade você pode ir 
para qualquer outra com, no máximo, uma transferência, usando apenas o tipo escolhido de 
transport 

c) todas as cidades satisfazem a propriedade indicada no item b); 

d) é possível escolher um tipo de transporte de modo que você possa chegar a qualquer 
cidade saindo de qualquer outra usando apenas o tipo de transporte escolhido e fazendo, no 
máximo, duas transferências ao longo do caminho. 


Problema 37. Cada uma das arestas de um grafo completo com 6 vértices está colorida de 
preto ou branco, Prove que existem três vertices tais que todas as arestas ligando-os são da 
mesma cor. 


Problema 38. Cada uma das arestas de um grafo completo com 17 vértices está colorida de 
vermelho, azul ou verde, Prove que existem três vertices tais que todas as arestas concctando-os 


são da mesma cor. 
Problema 39º Cada uma das arestas de um grafo completo com 9 vértices está colorida de 


s tais que todas as arestas ligando-os são 


azul ou vermelho. Prove que existem quatro vértic: 
azuis ou três vértices tais que todas as arestas ligando-os são vermelhas. 


Problema 40º Cada uma das arestas de um grafo completo com 10 vértices está colorida 
de preto ou branco. Prove que existem quatro vértices tais que todas as arestas ligando-os são 
da mesma cor. 


Para os professores. O teorema de Euler é o fato mais importante e essencial desta seção. 
Ele precisa de uma discussão bastante completa e demonstração cuidadosa. Outros problemas 
podem ser usados de maneiras diferentes. Os mais difíceis entre eles (marcados com asteriscos) 
são naturalmente indicados para casa. 
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85. Grafos orientados 


O assunto principal desta seção é o chamado grafo orientado ou direcionado; ou seja, um 
grafo cujas arestas são dadas com uma orientação, indicada por setas. Não demonstraremos 
nenhum teorema fundamental sobre tais grafos; entretanto, o conceito de grafo direcionado é 
um elemento importante da cultura matemática geral e ess são objetos 
problemas matemáticos. 


grafos comuns em 


Problema 41. Depois de voltar de Lorota, Dimitri disse para seus amigos que lá existem 
diversos lagos conectados por rios. Ele também disse que três rios saem de cada um dos lagos 
e quatro rios fluem para dentro de cada lago em Lorota. Prove que ele estava cerrado. 


Solução. Todo rio tem duas extremidades (lagos). Ele sai de um e entra em ontro. Portanto, 
o número de rios “entrando” tem que ser igual ao número de rios “saindo”. Mas se existem n 
lagos em Lorota , então o número de rios “entrando” é 4n e o número de rios “saindo” é 3n. 
Esta contradição completa a demonstração. 


Problema 42. Um país tem uma capital e 100 cidades. Algumas das cidades (inclunido a 
capital) estão conectadas por estradas de mão única. Exatamente 20 dessas estradas saem de 
qualquer cidade fora a capital e exatamente 21 entram em qualquer cidade fora a capital. Prove 
que é impossível dirigir de qualquer cidade para a capital e ainda obedecer as leis de trânsito, 


Em cada um dos dois problemas a seguir, pede-se ao leitor que coloque orientações nas 


arestas de um grafo não orientado de modo a satisfazer algumas condições. 


Problema 43. Em um determinado país, cada cidade está conectada com cada uma das 
outras por uma estrada, Um rei maluco decidiu impor mão única em todas as estradas, de modo 
que, depois de sair dirigindo de qualquer cidade, você não consegue voltar 


Isto é possível? 


Problema 44. Prove que é possível orientar as arestas de um grafo não direcionado conexo 
arbitrário e escolher um vértice de tal maneira que existe um caminho, seguindo as orientações 
das arestas, do vért 


+ escolhido para qualquer outro. 
* * P 


O conceito de grafo de Euler e suas propriedades principais são usados nos Problemas 45 e 
46. 


Problema 45. Os graus de todos os vértices de um grafo conexo são pares. Prove que é 
possível orientar as arestas do grafo de modo que as seguintes condições sejam satisfeitas: 

a) existe um caminho de qualquer vértice para qualquer outro, seguindo as orientações das 
arestas; 

b) em cada vértice, o número de arestas “entrando” 


> o número de arestas “saindo” são 


igu: 


164 13. GRAFOS-2 


Problema 46. As arestas de um grafo conexo estão orientadas de tal modo que, em cada 
vértice, o número de arestas “entrando” e o número de arestas “saindo” são iguais. Prove que 
te um caminho, seguindo as orientações das arestas, de qualquer vértice para qualquer outro. 


* * * 


Se você estiver familiarizado com o método de indução matemática, pode usá-lo para re- 
solver os problemas a seguir. 


Problema 47. Em um determinado país, cada cidade está conectada com cada uma das 
outras por uma estrada de não única. Prove que existe uma cidade a partir da qual é possível 
dirigir para qualquer outra. 


s. À base da indução é óbvia. 


Solução. Vamos demonstrar por indução no número de cidade: 
Para demonstrar o passo indutivo, removemos uma das cidades, digamos A. Para as cidad 
restantes, usando a hipótese de indução, podemos encontrar uma cidade B que tem a propriedade 
desejada. Agora reintroduzimos a cidade retirada A. Se existe pelo menos uma estrada indo 
e todas as estradas saem de A, 


para À, então B é a cidade desejada para o problema original. 
então À é a cidade desejada. 


Problema 48. Dive times jogam em um torneio organizado de tal modo que cada time 
joga com cada outro time exatamente uma vez. Dizemos que o time A é mais forte do que o 
time B, se À ganhou de B ou se existe algum time C tal que A ganhou de C e C ganhou de B. 
a) Prove que existe um time mais forte do que qualquer outro. 
b) Prove que o time que ganhou o torneio é mais forte do que qualquer outro, 


Problema 49. Um país tem 100 cidades. Cada uma delas está ligada a cada uma das outras 
por uma estrada de mão única. Prove que é possível mudar o sentido de fluxo do tráfego em 
uma das estradas de modo que, depois desta operação, cada cidade ainda pode ser alcançada a 
partir de qualquer outra. 


Problema 50. Vinte times jogaram um torneio de vôlei organizado de tal modo que cada 
time jogou com cada outro time exatamente uma vez, Prove que os times podem ser numerados 
de 1 a 20 de forma que o time 1 ganhou do time 2, o time 2 ganhou do time 3, ..., o time 19 
ganhou do time 20, 


* * * 


Finalmente, os três últimos problemas desta se 


Problema 51. Em um torneio de vôlei onde cada time jogou com cada ontro time exatamente 
uma vez, dois times tiveram resultados iguais. Prove que existem times A, B e C tais que, A 
ganhou de B, B ganhou de C e C ganhou de A, 


Problema 52. Um país tem 101 cidades. 

a) Cada cidade está ligada a cada uma das outras por uma estrada de mão única e, em 
cada uma delas, existem exatamente 50 estradas entrando nela e 50 estradas saindo dela. Prove 
que você pode chegar a qualquer cidade saindo de qualquer ontra, dirigindo ao longo de, no 
máximo, duas estradas. 
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b) Alguns pares de estradas estão ligadas por estradas de mão única e existem exatamente 
40 estradas entrando e 40 estradas saindo de cada cidade. Prove que você pode chegar a 
qualquer cidade saindo de qualquer outra, dirigindo ao longo de, no máximo, três estradas, 


Problema 53º Em Orientália todas as estradas são de mão única e você pode chegar a 
qualquer cidade saindo de qualquer outra, dirigindo ao longo de, no máximo, duas estradas. 
Uma das estradas está fechada para reparos, mas ainda é possível dirigir de qualquer cidade 
para qualquer outra. Prove que agora isto pode ser feito dirigindo ao longo de, no máximo, três 
estradas, 
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CAPÍTULO 14 


Geometria 


Muitas vezes escutamos a pergunta “Quem precisa de geometria plana como é estudada na 
rola? Isto é ciência para si mesma não tem extensã 
vezes, é complicada demais e difícil.” 

Uma resposta possível (que não é completa, claro) é que a “geometria es 
oportunidade maravilhosa para o desenvolvimento do pensamento lógico e con: 
“ciência para si mesma” pode ser considerada como um jogo com regras axiomáticas criadas pelos 
gregos antigos. Euclides e seus predecessores (assim como seus discípulos) estavam convencidos 
de que essas regras descreviam adequadamente as leis do mundo real. 

Como um jogo, entretanto, a geometria só pode ser comparada talvez a xadr: 
complexidade e elegância. Hoje em dia, provavelmente, ninguém pode se gabar por conhecer 
todos os segredos de qualquer um desses dois grandes jogos da humanidade, Este fato (junto com 
o limite sobre o tamanho deste capítulo) explica por que só discutimos aqui alguns movimentos 
de abertura do jogo. 

No entanto, precisamos lembrar que a geometria também é uma parte inalienável da ma- 
temática e tem diversos elos com outras áreas da “rainha das ciências”: um bom profe 
encontrará aqui ótimas oportunidades de demonstrar a integridade da matemática. 


o em matemática superior e, algumas 


lar” é uma 
tente. Esta 


, em sua 


Não queremos relacionar nossa discussão deste assunto a qualquer livro-texto existente 
preferimos que os professores escolham por si mesmo tópicos para uma sessão dependendo do 
nível de seus alunos. Aconselhamos aos professores que 
não o sigam cegamente. 

Não se assuste com o fato de que a maioria dos problemas parecem muito com problemas 
retirados de livros-texto. De fato, é estranho exigir questões de “olimpíada” sobre “geometria 
escolar” — a palavra “olimpíada” por si mesma já implica um ambiente extracurricular, am- 
pliando os limites do currículo tradicional. A geometria está, de fato, muito bem apresentada 
em diversos livros-texto. Por esta razão, muitas vezes indicaremos ao leitor outros livros que 
contém material apropriado para problemas. 


e baseiem no currículo escolar, mas 


81. Duas desigualdades 


A geometria plana no ensino médio trabalha, em geral, com proposições precisas do tipo: 
“Os pontos A, B e C pertencem a uma mesma reta.” 

“As alturas de um triângulo se intersectam em um ponto.” 

“A soma dos ângulos de um triângulo é igual a 180 graus.” 
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Mas, para o ensino fundamental, as fe ão, sem dúvida, as duas desigual- 
dades a seguir: 

Desigualdade M21. Dados três pontos arbitrários A, B e C no plano, temos AB + BC > AC 
e a igualdade é válida sc e somente se o ponto B pertencer ao segmento AC. 

Desigualdade V22. Em um triângulo, o maior entre dois lados quaisquer é o lado oposto ao 
ângulo maior. Ou seja, se, no triângulo ABC, temos AB > AC, então ZC > ZB e vice-versa. 


mentas principai: 


Vamos lembrar estas desigualdades mais uma vez nesta seção e apresentar algumas aplica- 


çõe 
Problema 1. Proveque,sebt+c>a,a+c>bea+b>c, onde a, be c são números 
positivos, então existe um triângulo com lados a, b e c. 


Problema 2. Prove que o comprimento da mediana AM no triângulo ABC é maior do que 
(AB + AC — BC)/2. 


Problema 3. Prove que você pode formar um triângulo a partir de segmentos com compri- 
mentos a, b e c se e somente se existirem números positivos x, y, z tais quc a =x +y, b = y +z, 
c=x+z. 


Problema 4. Usando a Desigualdade Nº 2 acima, prove que, se AB = AC, então os ângulos 
ABC e ACB são iguais. 


Problema 5. Em um triângulo ABC a mediana AM é maior do que a metade de BC. Prove 
que o angulo BAC é agudo. 


Para os professores. Os problemas 1-5 podem ser muito simples para algun: 
especialmente se já tiverem sido expostos ao mesmo tópico no colégio. Depois da discu 
soluções desses problemas mais fáceis, tais alunos podem tentar os problemas seguintes, mais 


difí 


Problema 6. Prove que, se você puder formar um triângulo a partir de segmentos com 
comprimentos a, b e c, então você também poderá fazer isto com segmentos de comprimentos 


Va Yee. 


Problema 7. ABCD é um quadrilátero convexo tal que AB + BD < AC + CD. Prove que 
AB < AC. 


Problema 8. Os centros de três círculos que não se int tam pertencem a uma m 
reta. Prove que, se um quarto círculo tangenciar todos os três círculos, seu raio será maior do 
que pelo menos um dos raios dos círculos dados. 


Problema 9. Sejam ABCD e ABC; D; dois quadriláteros convexos cujos lados correspon- 
dentes são iguais. Prove que, se ZA > ZAy, então ZB < B1, ZC > ZC; e ZD < ZD}. 


Problema 10. Prove que a mediana de um triângulo que está entre dois de seus lados 
diferentes forma um ângulo maior com o menor desses dois lados 


Problema 11. Existe alguma estrela com cinco pontas ABCDEFGHIK (veja a Figura 117) 
que satisfaça as desigualdades AB > BC, CD > DE, EF > FG, GH > HI, IK > KA? 


14. DUAS DESIGUALDADES 169 


Figura 117 


Observações Metodológicas. Os problemas deste conjunto são um pouco mais difíceis do 
que os Problemas 1-5, mas também não são difíceis demais para serem resolvidos. Outros 
problemas usando este material pode ser encontrado no capítulo “A Desigualdade Triangular”. 
Veja também [65] e [42]. 


Para os professores. Não recomendamos que dedique um encontro inteiro para esta seção, 
mas, acredite, será muito bom dar a seus alunos 2-3 desses problemas durante diversos en- 
contros. O objetivo é implantar a desigualdade triangular na mente dos estudantes, não como 
outro “padrão de resolução de problemas”, mas como algo mais básico, para ser usado de modo 


quase inconsciente, 


es 


Vamos considerar a solução do Problema 8. Este problema é notável porque pode ser 
resolvido usando-se a Desigualdade M21 ou a Desigualdade N'º2, 


Solução. M21. Podemos supor que todos os círculos se tangenciam externamente (veja a 
Figura 118) pois, caso contrário, o raio do quarto círculo é maior do que o do círculo que 
ele tangencia internamente. Logo, se denotarmos os centros dos círculos por A, B, Ce D, e 
seus raios por Ty, T2, T3 e R, respectivamente, então a desigualdade triangular vai implicar que 
AD+DC>AC;ous 


a, 


R+r +R+r3 > AC >r +r3 +2r2 


e, portanto, R > r2. 


Solução. M22. Um dos ângulos DBA e DBC não pode ser agudo e, portanto, é o maior ângulo 
no triângulo DBA ou DBC. Podemos supor, sem perda de generalidade, que este é o ângulo 
DBA. Segue, então, da Desigualdade M22 que DA > AB; ou seja, R +r > AB > rı +r2 ou 
R>ro. 
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E) 
e 


FIGURA 118 
* * * 


Para concluir esta seção, listamos diversos problemas cujas soluções precisam de uma ideia 
auxiliar junto com a desigualdade triangular, 


ÓS 


Problema 12. Dado um triângulo 
prove que a) AB < 3AC; b) AB > 2AC. 


Problema 13. O perímetro de uma estrela com pontas cujos vértices coincidem com 
os de um pentágono dado F é um número primo, assim como o perímetro do pentágono F e o 
perímetro do pentágono interno da estrela. Prove que a soma destes três números não pode ser 
menor do que 20. 

Observação. Não se surpreenda que este problema 


Problema 14. selecionado um ponto em cada lado de um quadrado. Prove que o perímetro 
do quadrilátero formado por estes pontos não é menor do que o dobro do comprimento da 
diagonal do quadrado. 


cles ABC com um ângulo de 20 graus no vértice B, 


stá classificado como geométrico! 


§2. Movimentos rígidos no plano e congruência 


Este tema tem mui fatos interessantes e ligações com matemática superior. Os alunos 
podem ser levados a uma compreensão do papel da simetria em matemática e ao conceito de 
grupo, que é central a uma boa parte da matemática superior. Cristalografia, propriedades algé- 
bricas do grupo de movimentos rígidos no plano e geometria de Lobachevsky estão relacionados 
a este assunto importante. 


estão familiarizados com os 


Para os professores. 1. Estamos supondo que os 
teoremas bás de congruência (veja qualquer livro-texto apropriado ou o currículo escolar). 
2. Para iniciar o estudo de movimentos rígidos no plano, peça aos alunos para listarem 
todos os tipos de movimentos rígidos que conhecem. A definição de isometrias (ou moviment: 
rígidos) é muito simples: essas são as transformações no plano que preservam a distância. 
Existem apenas poucos tipos: translações, rotações, reflexões em relação a uma reta e reflexões 
deslizantes (composições de uma reflexão em relação a uma reta com uma translação). 


As soluções para os problemas a seguir devem ser discutidas cuidadosamente, pois serão 
importantes mais tarde. 
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Problema 15. Prove que dados dois triângulos quaisquer com os mesmos lados a, b e c, 
podemos fazer com que eles coincidam movendo um deles pelo plano (talvez tenhamos que 
refletir em relação a uma reta). Em outras palavras, eles são congruentes. 


Problema 16. a) Se um movimento rígido T deixa todos os vértices do triângulo ABC no 
mesmo lugar, então T é a transformação identidade. 

b) Se dois movimentos rígidos T e T’ levam os vértices do triângulo ABC nos mesmos pontos 
A', B’ e C’, então T e T’ são, de fato, a mesma transformação (ou seja, qualquer ponto tem a 
mesma imagem sob T e sob T’). 


Problema 17. a) Qual é a composição de duas translações? 

b)* Prove que qualquer translação pode ser representada como uma composição de duas 
simetrias em relação a dois pontos M e N. 

c)* Considere o movimento rígido que é a composição de uma reflexão em relação a uma 
reta m e uma translação de uma distância unitária em uma direção paralela à reta m. Prove que 
este movimento rígido não é uma rotação, nem uma translação, nem uma reflexão em 
a uma reta, 


Para os professores. Uma solução geométrica para o último problema deveria ser dis 
cuidadosamente, certificando- 


e de que os estudantes compreendem o conceito de composição. 
Este problema é mais apropriado, provavelmente, para trabalho em casa do que para resolução 
em uma sessão. 


Problema 18. São dados dois círculos iguais. E sempre pos 
por meio de uma rotação? 


ível transformar um no outro 


Problema 19. Uma rotação pode transformar um semiplano em si mesmo? E uma reflexão 
em relação a uma reta? 


Problema 20. Sabe-se que determinada figura no plano coincide consigo mesma depois de 
uma rotação de 48 graus em torno do ponto O. É necessariamente verdade que ela coincide 
consigo mesma depois de uma rotação de 72 graus em torno do mesmo ponto? 


Para os professores. 1. O estudo de movimentos rígidos e suas composições apresenta uma 
excelente oportunidade para uma discussão mais geral de transformações e composições, com 
exemplos tanto de álgebra quanto de geometria. 

2. Em algum momento deve-se perguntar aos estudantes se eles sabem como “construir” (só 
com régua e compasso) os movimentos rígidos do plano. Eles podem, por exemplo, construir a 
lação a uma reta? 


imagem de um círculo sob uma reflexão em 1 


O próximo tópico é a utilização de movimentos rígidos para a solução de problemas ge- 
ométric Isto merece seu próprio livro (bem grande). Tentaremos dar alguns exemplos e 
introduzir algumas ideias básicas sobre o assunto. 


Problema 21. É dado um ponto A no interior de um triângulo. Desenhe um segmento de 
reta com extremidades no perímetro do triângulo de modo que o ponto divida o segmento pela 
metade. 


Problema 22. É dada uma folha de papel com duas retas. As retas não são paralelas, mas 
se intersectam em um ponto que cai fora da folha de papel. Construa um ângulo que é o dobro 
do ângulo entre as duas retas. 
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Problema 23. Inscreva um pentágono em um círculo dado de modo que seus lados sejam 
paralelos a cinco retas dadas. 


Problema 24. Em um trapézio ABCD (AD || BC), M e N são os pontos médios das bases 
e a reta MN faz angulos iguais com as retas AB e CD. Prove que o trapézio é isósceles. 


Problema 25. São dados pontos P, Q, R e S nos lados AB, BC, CD e DA, respectivamente, 
do quadrado ABCD de modo que AP : PB = BQ : QC = CR : RD = DS : SA. Prove que PQRS 
é um quadrado. 


Problema 26. São dados um ponto P e duas retas paralelas no plano. Construa um triângulo 
equilátero com um de seus vértices coincidindo com P e os outros dois pertencentes às duas 
retas dadas (um em cada reta). 


Problema 27. Encontre um ponto M em uma reta dada tal que a) a soma das distâncias 
de M a dois pontos dados é mínima; b) a diferença entre estas duas distâncias é máxima. 


Repetimos que é praticamente impossível exaurir este tópico geométrico lindo e sugerimos 
ao leitor que consulte os livros [42, 65, 71] e [68], onde podem ser encontrados dezenas de 
problemas interessantes e bem difíceis sobre este assunto. A seguir, damos apenas alguns 
exemplos a mai de figuras no plano. 


envolvendo propriedades de movimentos rígidos e simetr 


Problema 28. Prove que, se um triângulo tem dois eixos de simetria, então ele tem pelo 
menos três eixos de simetria. 


Problema 29. Quais as letras do alfabeto que tèm um eixo de simetria? E um centro de 
simetria? 
Problema 30. Existe um pentágono com exatamente dois eixos de simetria? 


Problema 31. Encontre o conjunto de todos os pontos X no plano tais que uma rotação 
dada leva X em X’ e a reta XX’ contém um ponto dado S. 


Vamos agora discutir a demonstração do Problema 23, bastante difícil. 

Em vez de considerar as cinco retas dadas Ly, L2, ..., Ls, vamos considerar as retas K4, 
K2, ..., Ks perpendiculares a cada uma delas, respectivamente, e contendo o centro do círculo. 
Então é claro que as retas Li « AB (onde A e B são dois pontos arbitrários no círculo) são 
paralelas se e somente se A e B são simétricos em relação à reta Ki. Falta encontrar um ponto 
M no círculo que permanece fixo depois das reflexões em relação a todas as cinco retas K1, K2, 
+.. K5. Como a composição de cinco reflexões em relação a retas é novamente uma reflexão 
em relação a uma reta K (e K contém o centro do círculo!), tal ponto tem que existir e pode ser 


encontrado como um dos pontos de interseção da reta K com o círculo. 
Problema. Está faltando um detalhe na solução acima. Encontre-o e complete a solução. 


83. Calculando ângulos 


O que você precisa fazer para calcular os ângulos de figuras geométricas? Vamos dar aqui 
apenas os fatos mais básicos 
(1) a soma dos ângulos internos de qualquer triângulo é igual a 180 grau 
(2) um par de ângulos verticais são iguai: 
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(3) ângulos que se complementam ao longo de uma reta somam 180 graus (veja a Figura 
119); 


FIGURA 119 


(4) um ângulo inscrito é igual à metade do ângulo central que delimita o mesmo arco do 
círculo e, como corolário, temos que 

(5) dois ângulos inscritos delimitando o mesmo arco de círculo são iguais; 

(6) movimentos rígidos no plano não mudam as medidas dos ângulos. 


* * * 


Problema 32. Em um triângulo isósceles ABC, com ângulo A igual a 36 graus (os lados 
iguais se encontram em A), desenha-se a bissetriz BK. Prove que BK = BC. 


Problema 33. Prove que a soma dos ângulos nos vértices de uma estrela com cinco pontas 
(veja a Figura 120) é igual a 180 graus. 


SURA 120 
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Problema 34. Duas bissetrizes em um triângulo podem ser perpendiculares? 


Solução do Problema 32. Como ZC = 72° e ZB = 72°, temos ZKBC = 36º e, portanto, 
CKB = 72°. Então o triângulo KBC é isósceles e BK = BC. 


Solução do Problema 33. É claro que, 180º = ZEBD + ZBED + ZBDE = ZE + ZB + ZD + 
£FED + ZFDE. Como ZFED + ZFDE = 180º — ZEFD = 180º — ZCFA = ZA + ZC, temos 
180º = ZE + ZB + ZD + ZA + ZC. 


Logo, vemos que o método funciona da seguinte maneira: denotamos determinados 
como «, B, y. d, .... depois expressamos todos os ontros ângulos em termos di 
fatos (1)-(6), finalmente chegamos ao resultado descjado. 


hgulos 
indo os 


Observações Metodológicas. Temos aqui uma alternativa sutil. Por um lado, se denotarmos 
só um ou dois ângulos por letras, poderemos não ser capazes de expressar os ângulos restante: 
os parâmetros do problema em função das variáveis introduzidas. Por outro lado, a introdução 
de ângulos demais como variáveis desconhecidas poderá tornar nosso desenho confuso e dificultar 
nosso objetivo (já que correlações possíveis entre os ângulos dados podem ficar meio escondidas). 


itui uma 
iniciais (no 
ingredientes ernciais da cultura matemática para se obter um 
ncia ou um pensamento metodológico bastante desenvolvido 
os alunos a encontrar a escolha correta. 


Para os professores. Em geral, a escolha dos ângulos “iniciais” (e quantos são) con: 
das partes mais importantes da solução. Aprender como introduzir as variávei 
nosso caso, os ângulos) é um dos 
nível “olimpíada”, Só muita experi 
pode ajuda 


Vamos ver mais cinco problemas (veja também [65, 70] e qualquer livro-texto de geometria). 
Problema 35. As cordas AB e CD em um círculo S são paralelas. Prove que AC = BD. 


Problema 36. Ar rito é2:3:4, 
Encontre seus valores. 


Problema 37. Em um triângulo ABC, ZA = 90º. Desenha-: 
AK e a altura AH. Prove que ZMAK = ZKAH. 


ão entre três ângulos consecutivos em wn quadrilátero ir 


è a mediana AM, a bissetriz 


Problema 38. É dado um quadrado ABCD. Desenha-se um círculo com raio AB e centro 
A, Este círculo intersecta a mediatriz de BC em dois pontos, um dos quais, O, é o mais próximo 
de C. Encontre o valor do ângulo AOC. 


Problema 39. Dois círculos se intersectam nos pontos A e B. O comprimento de AC é igual 
ao diâmetro do primeiro círculo e o comprimento de AD é igual ao diâmetro do segundo. Prove 
que os pontos B, C e D pertencem a uma mesma reta. 


A solução do Problema 37 é bem padrão. 

Vamos denotar o ângulo BCA por « (veja a Figura 121). Então, como AM = MC, obtemos 
“MAC = « e, portanto, ZMAK = 45º — « (e vemos agora que « é um ângulo que não pode 
ser maior do que 45 graus). Além disso, ZABC = 90º — «, o que implica ZBAH = «. Assim, 
ZKAH = 45º — & = ZMAK. 
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FIGURA 121 


Para os professores. 1. Existem muitos outros problemas difíceis envolvendo o cálculo de 
ângulos. De fato, a maioria dos problemas de geometria no colégio envolve o cálculo de ângulos, 
de modo que é um bom hábito escrever cuidadosamente os valores dos ângulos em um desenho 
geométrico. 

2. Acreditamos que este não é um tema para uma sessão em s 
algumas poucas séries de problemas e resolvê-las em diversas se 


eparado, Bastaria apresentar 
ões diferentes, 


84. Área 


Este tópico é tão extenso quanto muitos outros tópicos geométricos, de modo que nos 
concentraremos mais nos métodos. Quais são os princípios mais importantes usados na resolução 
de problemas envolvendo áreas? 
xpl 
a) As propriedades principais de área: é invariante sob movimentos rígidos no plano e, se 
uma figura for dividida em duas figuras disjuntas, então a soma das áreas destas duas figuras 
rá igual à área da figura original. 

b) As fórmulas principais: $ = ah/2 (onde S é a área de um triângulo, a é um dos lados e 
h é a altura perpendicular a este lado); S = rp (onde S é a área de um triângulo, p é metade 
de seu perímetro e r é o raio do círculo inscrito), etc 

c) Desigualdades básicas como S < ab/2 (onde S é a área ca e b 
triângulo); veja o Problema 40. 

d) Se exist 
(ou seja, expres 
o problema. 

e) Se existirem expressões no enunciado de um problema que podem ser associadas entre 
si, de maneira natural, por meio de alguma formula de área, então você deverá escrever esta 
fórmula e examiná-la — isto nunca fará mal. 


Vamos 


ar apenas os fatos mais básic 


ão dois lados de um 


m expressões do tipo ab ou a? + bê no enunciado de um problema geométrico 
de grau 2), então, provavelmente, você de 


ar áreas para resolver 


A partir de agora, denotaremos, com frequência, a área da figura F por |F]. 
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Para os professores. Os itens a), b) e c) fornecem uma oportunidade maravilhosa para você 
descobrir a extensão e profundidade do conhecimento de seus alunos sobre este tópico específico 
da geometria, 

Não recomendamos que você use uma sessão inteira para discutir este tópico, embora os 
conceitos básicos tenham que ser muito bem compreendidos. Isto não pode ser feito em algumas 
ssões. Por exemplo, só depois de um ano de seminários você deveria investigar as partes mais 
teóricas deste ramo da geometria (como axiomas de área). 


Problema 40. Os comprimentos dos lados de um quadrilátero convexo são a, b, ce d 
(listados em sentido horário). Prove que a área do quadrilátero não pode ser maior do que a) 
(ab + cd)/2; b) (a +b)(c+ d)/4. 

Problema 41. É possível que as razões entre as três alturas de um tr iângulo sejam 1:2:3? 
Problema 42. Um triângulo de área 1 tem lados com comprimentos a, b e c, ondea >b >c. 
Prove que b > v2. 


Problema 43. Se todos os lados de um triângulo forem maior 
pode ser menor do que 1 em? ? 


s do que 1000 em, sua área 


Solução do Problema 41. Seja S a área de um triângulo e sejam a, be c o 
de seus lados. Então as alturas são iguais a 28/a, 28/b e 2S/c. Se fosse po 
a:b:ic=1:1/2:1/3, o que contradiz a desigualdade triangular. 

Como tivemos a ideia de usar a área e os lados do triângulo? Veja o item e) no início desta 
seção. 


omprimentos 
vel, teríamos 


Os três problemas precedentes são bons representantes do subtópico “área e de: igualdades”. 


A seguir apresentamos alguns problemas que tratam de cálculos mais “exatos”. 

Problema 44. Os pontos K, L, M e N são os pontos médios dos lados do quadrilátero 
ABCD. Prove que 2|KLMN] = [ABCD 
Problema 45. Encontre a área do quadrilátero convexo ABCD sabendo que a reta AC é 
perpendicular a BD, AC =3 e BD = 8. 


Problema 46. É dado o triângulo ABC. O ponto A; pertence à extensão do segmento BC 
para além de C e BC = CA4. Os pontos Bı e Cy são construídos da mesma maneira (veja a 
Figura 122). Encontre [A1 B1 C1 ABC] = 


Problema 47. O ponto M está no interior do triângulo ABC. Prove que as áreas dos 
triângulos ABM e BCM são iguais se e somente se M pertence à mediana BK. 


Finalmente, uma sér requerem não só cálculos, mas também 


demonstrações. 


de problemas cujas soluçõe 


Problema 48. Prove que, se dois quadriláteros convexos tiverem os mesmos pontos médios 


em todos os seus lados, então suas áreas serão iguais. 


Problema 49. As diagonais do trapézio ABCD (com BC || AD) se intersectam no ponto O. 
Prove que os triângulos AOB e COD têm áreas iguais. 


Problema 50. Prove que a soma das distâncias de um ponto no interior de um triângulo 
equilátero aos seus lados não depende da posição do ponto. 
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FIGURA 122 


Para os professores. Você pode ver das soluções dos Problemas 44-47 que, mesmo que um 
problema seja sobre área, as ideias geométricas usuais também podem ser aplicadas: triângulos 
"ongruentes, semelhança, teorema de Tales. ! Isto é bastante natural. Usando tais exemplos, 
você pode fazer com que os estudantes vejam que a solução de um problema inclui, em ge! 
diversas ideias. Dificilmente um problema “de olimpíada” pode ser resolvido em apenas “uma 
jogada”. Este é um princípio bem geral de resolução de problemas, aplicável com frequência 
tanto em matematica superior quanto em olimpíadas e outras competições. 


85. Miscelânea 


Esta seção consiste em três conjuntos de problemas sobre tópicos que não foram discutidos 
neste capítulo. Propomos que esses problemas sejam usados principalmente como trabalhos 
para casa; eles podem ser considerados como exercícios para acompanhar um estudo mais 
aprofundado (veja também outros livros de geometria na lista de referências). 


Conjunto 1. Construções 


Problema 51. Construa um triângulo sabendo 
a) sua base, altura e um dos ângulos adjacentes à base; 
b) os três pontos médios de seus lados; 
c) os comprimentos de dois de seus lados e a mediana do terceiro lado; 
d) duas retas contendo suas bis 


etrizes e seu terceiro vértice. 
Problema 52º Encontre o ponto médio de um segmento 
a) usando apenas um compasso; 


b) usando apenas uma régua (com dois lados paralelos), cuja largura é menor do que o 
comprimento do segmento; 


10 teorema de Tales, um dos resultados geométricos mais antigos conhecidos, afirma que uma reta paralela 
a um dos lados de um triângulo divide os outros dois lados proporcionalmente, 
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c) usando apenas uma régua, cuja largura é maior do que o comprimento do segmento. 


Problema 53. É dado o segmento AB no plano. Escolhe-se um ponto arbitrário M no 
segmento e são construídos triângulos retângulos isósceles AMC e BMD nos segmentos AM 
e MB (como suas hipotenusas) de modo que os pontos C e D estão do mesmo lado de AB. 
Encontre o conjunto dos pontos médios de tod gmentos CD. 


S Sí 


Problema 54. Uma determinada ferramenta para construções geométricas pode ser usada 
para 

a) desenhar nma reta contendo dois pontos dados; 

b) construir uma perpendicular a uma reta dada em um ponto pertencente à reta. 

Mostre como usar esta ferramenta para construir uma perpendicular a uma reta dada em 
qualquer ponto dado. 


Problema 55. Pedro afirma que o conjunto de pontos no plano equidistantes de uma reta 


e de um ponto dados é um círculo, Ele está certo? 


Conjunto 2. Cálculos 


Problema 56. Encontre um erro na seguinte “demonstração” do fato de que, em um triângulo 
retângulo, a hipotenusa tem o mesmo comprimento que um dos catetos (veja a Figura 123). 
O ponto M é a interseção da bissetriz do ângulo C com a mediatriz do segmento AB. Os 
pontos K, L e N são os pés das perpendiculares de M aos lados do triângulo. Os triângulos 
AMK e MKB são congruentes, já que suas hipotenusas e seus catetos são iguais. Assim, 
AM = MB e os triângulos ALM e MNB são congruentes pela mesma razão. Portanto, AL = NB 
cAC=AL+LC=NB+CN=BC. 


A K B 


Figura 123 
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Problema 57. ABCD é um quadrilátero tal que BC = AD e M e N são os pontos médios 
de AD e de BC, respectivamente. As mediatrizes dos segmentos AB e CD se intersectam em 
um ponto P. Prove que P também pertence à mediatriz do segmento MN, 


Problema 58. E dado um triângulo retângulo com um ângulo agudo de 30º. Prove que o 
comprimento da parte da mediatriz da hipotenusa contida no interior do triângulo é igual a um 
terço do maior cateto do triângulo. 


Problema 59. Em um triângulo ABC, estão desenhadas as alturas AA,, BBj, CCy e as 
medianas AAz, BB2 e CC». Prove que o comprimento da linha poligonal A1 B2C1A2B1C2A1 é 
igual ao perímetro do triângulo ABC. 


Conjunto 3. Semelhança 


Problema 60. Uma das diagonais de um quadrilátero inscrito é um diâmetro de seu círculo 
circunscrito. Prove que as projeções de dois lados opostos quaisquer do quadrilátero sobre a 
outra diagonal são iguais. 


Problema 61. Em um círculo com centro O, escolhe-se um ponto M no arco AB, que mede 
60º. Prove que a reta que contém os pontos médios dos segmentos MA e OB é perpendicular 
à reta que contém os pontos médios dos segmentos MB e OA. 

etriz AD no triângulo ABC. Prove que CD/DB = CA/AB. 


Problema 63. Em um triângulo isósceles ABC, desenha-se a perpendicular HE do ponto 
lio H de BC ao lado AC. Prove que, se O for o ponto médio de HE, então as retas AO e BE 
ão perpendiculares. 


Problema 62.  Desenha-se a bis 


Epílogo 

1. O tópico “Desigualdades geométricas”, de que falamos muito pouco na 81, pode ser muito 
mais desenvolvido. Muitas pérolas lindas da geometria, como as desigualdades isoperimétricas 
(veja [42], Capítulos 15 e 16), seguem das desigualdades 

2. Não se esqueça de que neste capítulo não só mencionamos alguns tópicos e problemas 
particulares, como também indicamos desdobramentos possíveis. Esperamos que você ache útil 
as observações metodológicas aqui. 

3. “Calculando ângulos” é apenas um dos temas que representam o reino inteiro da “geo- 
metria computacional”, que também pode ser estudado. 

4. Ao contrário de outros tópicos neste capítulo, “Área” começa com problemas bem difíceis, 
em vez de meros exercícios, Você pode encontrar muitos problemas mais simples em livros-texto, 

5. Para professores. Se um problema não puder ser “capturado” com um ataque rápido, 
então, talvez, ele possa cair depois de um cerco longo e cuidadoso (que pode levar dias ou 
semanas). Tal cerco é feito através da combinação de métodos diferentes e ideias variadas, de 
cálculos diversos, ou por uma acumulação gradual de fatos. 

6. Muitos temas lindos em geometria plana, que são bastante acessíve 
estão descritos neste capítulo. Eles incluem semelhança e suas aplicações, polígonos inscritos 
e circunscritos, pontos interessantes em um triângulo, relações numéricas, ete. Eles merecem 
ər estudados, mas não podemos incluí-los todos aqui, pois isto transformaria este capítulo em 
uma referência imensa e maçante. Tentamos, apenas, esboçar os aspectos básicos deste jogo 


triangulares simples 


aos alunos, não 


e ciência peculiar, retirando apenas semelhança entre os os tópicos mais importantes. Apesar 
da diversidade do material coberto aqui, acreditamos que é muito importante mostrar para os 
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alunos sua integridade e os elos que ligam suas diversas áreas entre si e com outros ramos da 
matemática e das ciências 

7. Guia de referência rápido: 

a) Um número grande de problemas do currículo usual de geometria pode ser encontrado 
nos livros [42, 44, 34, 65, 70, 64] e em outros. No entanto, os dois primeiros sobem rápido 
demais aos píncaros e não são recomendados para a maioria dos estudantes. 

b) Os livros [67] e [71] são excelentes para os que gostam de ver a matemática de um ponto 
de vista mais algébrico em vez de geométrico. Eles também contêm problemas muito bons sobre 
transformações no plano. 

c) Os livros [68] e [69] são dois desses livros matemáticos raros que são simplesmente 
agradáveis de ler. No entanto, resta a pergunta “para quem eles são escritos?” Parecem ser 
as que já sabem do que eles tratam. Esses livros podem ser lidos sempre — 
a vividez de suas explanações atrairão todos os leitores interessados no assunto. São também 
instrutivos os capítulos geométricos (e os outros, também) nos livros de Martin Gardner [5], [6] 
e [7]. 


CAPÍTULO 15 


Bases Numéricas 


81. O que são? 
Qualquer estudante pode dizer que “2653” é o número “dois mil seiscentos e cinquenta e 
três”, seja o que for que isto significa, Como el 
a escre 


's sabem disso? Todos nós estamos acostumados 
er números da seguinte maneira: o último algarismo denota o número de unidades no 


número dado, o penúltimo — o número de dezenas, o antepenúltimo — o número de centenas e 
o seja um tanto ambíguo, já que o número de unidades em 2653 é, 
). Esta maneira de escrever números (e de interpretar cadeias de 


assim por diante (embora i 
de certa forma, 2653 e não 
algarismos) é chamado de um sistema de base num 
no número 2:1000+6-100+5-10+3-1 ou, v 
Colocamos c 
números 

É fácil ver que o número dez tem um papel especial nesta representação: qualquer número 
é escrito como uma soma de potências diferentes de dez com coeficientes assumindo valores de 
O até 9. É por isto que este sistema é chamado “decimal”, Para es 
os dez símbolos especiais 0, 1 


ca. Assim, ao escrever “2653”, pensamos 
sando potências, 2:10? +6-102 45-10! +3-10º, 
s algarismos do número em negrito para distinguí-los mais facilmente dos outros 


"rever um número, usamos 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9, chamados de algarismos. Eles denotam os 
números de zero a nove. O próximo número, ou , dez, é considerado como uma unidade no 
próximo nível e é escrito com dois algarismos: 10, o que significa, a grosso modo, “some uma 
vez dez e zero vezes um”. 


E se quisermos usar outro número, digamos seis? Analogamente, precisaríamos de seis 
símbolos familiares 0, 1, 2, 3, 4 e 5, que 
ro a cinco, O número seis será a unidade do próximo nível e, 
portanto, será escrito como 10. Procedendo com esta analogia, podemos representar cada 
número natural como a soma de potências diferentes de seis com cocficientes de 0 a 5. Por 
exemplo (todos os números estão escritos no sistema decimal): 


símbolos como algarismos. Poderíamos usar os sei 


denotarão os números de 


7=1-61+1:6º, 
2=2.6'+0.6º, 
35=5:61+5-6º, 
45=1:62+1.6!+3.6º. 


Assim, em nosso 


stema numérico novo (que chamamos de “sistema com base s 
o número 7 como “11”, o número 12 como “20”, 35 


evemos 


mo “55” e 45 como “113”. 


É fácil ver que podemos escrever qualquer número natural no sistema com base seis 
mostrar como fazer isto para o número 450 (neste exemplo, como ant 
estão escritos no sistema decimal a menos que estejam entre aspas). 


. Vamos 
əs, todos os números dados 
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A maior potência de seis que é menor ou igual a 450 é 216. Dividindo 450 por 216, obtemos 
F i] 
entação do 


um quociente igual a 2 (e um resto igual a 18). Então o primeiro algarismo na repres 
numeral 450 no sistema com base seis é 2. Agora pegamos o resto 18 e dividimos pela próxima 
potência menor de seis — anteriormente dividimos por 6º = 216 e agora vamos dividir por 
6? = 36. O quociente é 0, logo o segundo algarismo é 0. O resto é 18 e dividimos este número 
pela próxima potência menor de seis, ou seja, por 6! = 6. Vemos que o próximo algarismo é 
3 (o resto é 0). Portanto, o último algarismo (o quociente da divisão de O por 6º = 1) é 0. 
Finalmente, a representação de 450 em base seis é “2030”. 

Ao construir nosso novo sistema numérico, não usamos nenhuma propriedade particular 
que o número 6 possa ter, Analogamente, começando com qualquer número natural n maior 
do que 1, podemos construir um sistema numérico com base n, onde os algarismos de um 
número estão relacionados com sua representação como uma soma de múltiplos de potências 
de n. Neste sistema, o número n é chamado de base. Para evitar ambiguidade, escreveremos a 
base do sistema como um índice (na notação decimal) no final do numeral. Com esta notação, 
podemos escrever as igualdades indicadas anteriormente como: 


710 = 116, 1210 = 206,3510 = 556,4510 = 1136. 


Exercício 1. De quantos símbolos para os algarismos pre 
a) binário (isto é, com base 2); 
b) com base n? 


isamos para um sistema numéric 


Para escrever um número em um sistema com base n, precisamos repres 
forma: 


entá-lo da seguinte 


ant +apantl e... + azn? + an! + aont, 


onde a; a 
última restrição não 


sume valores de 0 a n— 1 e ax não é igual a zero (embora, estritamente falando, a 


a). 


eja neces: 


Exercício 2. Escreva em notação decimal os números 101012, 101013, 2114, 1267 e 15811. 
Exercício 3. Escreva os números 10049 nos sistemas com ba 


ses 2, 3, 4, 5,6,7,8 e 9. 
tema com base maior do que 10, precisamos de mais de dez símbolos 


Exercício 4. Em uni 
para os algarismos, de modo que precisamos inventar alguns. Por exemplo, no sistema com base 
11, poderíamos usar “A” para representar o “algarismo” 10. Então, por exemplo, 2149 poderia 
ser escrito como 1A. Usando esta convenção, escreva o número 1111o em base onze, 


Vamos aprender como somar e multiplicar números escritos em um sistema com base ar- 
bitrária. Podemos fazer isto exatamente da mesma maneira que no sistema decimal, mas 


precisamos nos lembrar que “vai um” sempre que o resultado da soma dos algarismos em uma 
coluna é maior ou igual à base do sistema numérico dado. 

A seguir temos um exemplo da soma dos dois números 1241 e 41710 em base 3. Primeiro, 
1241o = 111213, 41740 = 1201103. Depois colocamos um 


escrevemos os números em base 
número debaixo do ontro, alinhando os algarismos finais (mais à direita). O “vai um” em cada 
caso está colocado na linha superior com fonte menor. 
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(1) (EE o) 
1 1 1 2 1 
jk 
1 o 
2 0 o 1 


Para efetuar c 
cação para os núi 


as operações com su 


o, é preciso saber as tabelas de soma e de multipli- 


əs menores do que a base do s 


ema — ou seja, para números 
um algarismo. Para o sistema decimal, aprendemos muito bem essas tabelas bem 
Exercício 5. ava essas tabelas para os sistemas com bases 2,3, 4 e 5. 
Exercício 6. Calcule a) 11002 + 11012; b) 2013 - 1023. 


m apenas 
lo, 


Para os professores. Explic 


mos aqui muito rapidamente como somar e multiplicar números 


em qualquer base. Em um encontro com os alunos, isto levaria mais tempo. É claro que o 
objetivo deste trabalho não é velocidade nem precisão nos cálculos com números escritos em 
outras bases. Estudar e praticar um pouco os algoritmos de soma e multiplicação de números 
escritos em outras 
algoritmos. 


; bases diferentes de 10 podem levar a uma compreensão mais profunda desses 


amos descrever agora um algoritmo eficaz para converter um número de uma base para 
outra. Ele difere do que já conhecemos porque agora a representação de um número vai aparecer 
algarismo a algarismo da direita para a esquerda, em vez de da esquerda para a direita. O último 
algarismo é simplesmente o resto da divisão do número pela nova base. O penúltimo algarismo 
pode ser encontrado da seguinte maneira: dividimos o quociente encontrado no cálculo anterior 
pela nova base; este algarismo é o resto desta divis 
até completarmos a representação, 

Exemplo, Vamos converter o número 2501 para a base 8 (sistema “octal”): 


ño. Procedemos exatamente do mesmo modo 


250=31:8+2, 
31=3:8+7, 
3=0.8+3. 


Logo, 25010 = 3728. 
Exercício 7. Converta para base 7 os números a) 100010; b) 532. 


Para concluir, vamos ver alguns problemas mais interessantes. 


Problema 1. Uma professora vê escrito no quadro o exemplo 3:4 = 10, Quando ia 
apagar, ela pensou que talvez esta equação estivesse escrita em outro sistema numérico, com 


base diferente. Isto é possível? 


Problema 2. te um sistema numérico para cada conjunto de igualdades a seguir que as 
tornam simultancamente verdadeir 
a)3+4=1003-4=15. 

b)2+3=5e2:3=11. 
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Problema 3.  Enuncie e prove uma condição (envolvendo a representação do número) que 
nos permita determinar se o número é par ou ímpar 
a) em base 3 
b) em base n. 


Problema 4. No quadro negro está escrito um exercício de matemática parcialmente apa- 
gado: 


à 3 ? 5 
+ P š 
1 ? 6 4 2 
rj q z z 
Descubra a base do sistema numérico no qual os cálculos foram efetuados e quais eram as 
parcelas. 
Problema 5. Uma professora disse que sua classe tinha 100 estudantes, 24 dos quais eram 


meninos ¢ 32 dos quais eram meninas. Qual sistema numérico ela estava usando ao fazer esta 
afirmação? 


iscutido durante duas ou três sessões 


Para os professores. O material desta seção pode ser d 


sucessivas. Os estudantes precisam aprender: 
o conceito de sistema numérico; 
como converter números de um sistema para outro; 
— como somar e multiplic m um sistema numérico arbitrário. 
Para tornar este material técnico menos “chato”, recomendamos usar problemas semelhantes 
aos Problemas 1-5 acima. 


$2. Testes de divisibilidade 


Na seção anterior, aprendemos a somar e multiplicar números em um sistema numérico com 
base arbitrária. As operações inversas — subtração e divi o efetuadas do mesmo modo 
que no mal. Entretanto, estas operações (como a “divisão longa”, por exemplo) são 
um pouco mais difíceis, mesmo no nosso sistema decimal usual, 

Por isso, é muitas vezes conveniente usar testes de divisibilidade para descobrir se um 
número é divisível por outro, sem necessidade de efetuar a operação. Os testes para o sistema 
decimal foram discutidos no Capítulo “Divisibilidade-2". Em sistemas não decimais, a situação 
ente e um pouco mais difícil — tente, por exemplo, descobrir se 123456654321; é divisível 


é dife: 
por 6. 


Como sabemos que um número com o último algarismo 
a representação decimal de qualquer número 


Vamos começar de mane 


ra simples 
ível por 10? O ponto é que 


alo! + ap 08! +... + a210? + a110" + a010? 


igual a zero é div 


todas as parcelas são divisível por 10, exceto, talvez, a última. No nosso caso, no entanto, 
a última parcela é zero e, portanto, toda a soma é divisível por 10. Podemos demonstrar a 
emelhante: se um número natural é divisível por 10, então seu último 


recíproca de maneira s 

algarismo é zero. 
Considere agora um sistema numérico arbitrário. As mesmas ide) 

seguinte teste de divisibilidad: 


nos permitem provar o 
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Em um sistema com base n a representação de um número termina em zero se e somente 
este número for divisível por n. 


Problema 6. Enuncie e prove o teste de divisibilidade para 
a) uma potência da base de um s 
« no sistema decimal); 
b) um divisor da base de um sistema (análogo aos testes de divisibilidade para 2 e 5); 
c) uma potência de um divisor da base de um sistema. 


stema (análogo aos testes de divisibilidade para 100, 1000, 


Observações Metodológicas. Gostaríamos de enfatizar mais uma vez que sistemas numéricos 
diferentes são simplesmente maneiras diferentes de escrever númeri Assim, a divisibilidade 
de um número por outro não depende do sistema particular no qual eles estão escrit 

Ao mesmo tempo, existem, em cada sistema, alguns truques para determinar a divisibilidade 
por determinados números específicos. Estes são os testes de divisibilidade. 


s de divisibilidade menos triviais. Talvez os mais co- 
ão os testes de divisibilidade por 3 e por 9. Tentaremos generalizar estes 


Vamos investigar agora outros 
nhecidos entre esses 
testes para qualquer sistema de base numérica. Em primeiro lugar, precisamos compreender a 
demonstração desse teste no sistema decimal (veja o capítulo “Divisibilidade e restos”). O único 
fato significativo utilizado foi que 9 = 10 — 1 e, portanto, 10 = 1 (mod 9). 

Vamos formular e demonstrar o teste análogo para divisibilidade por n — 1 no sistema com 
base n. De fato, n = 1 (mod n—1), Logo, nº = 1 (mod n—1) para qualquer número natural 
s. Portanto, 


k=1 0 


amt+acant!+...tam! +aon? = ak +ak-1 +... +a1+ao (modn-1). 


Então a soma dos algarismos de um número escrito em base n é divisível por n— 1 se e somente 
» o número for divisível por n — 1. 

Vamos lembrar uma pergunta que fizemos no início desta seção: 1234566543217 é divisível 
por 6? Agora podemos responder esta pergunta facilmente: como a soma dos algarismos (que 


é 4210) é divisível por 6, o próprio número também é divisível por 6. 


Problema 7.  Enuncie e prove o teste de divisibilidade 

) por um divisor do número n — 1 na base n (semelhante ao teste de divisibilidade por 3 
stema decimal); 

b) pelo número n + 1 na base n (semelhante ao teste de divisibilidade por 11); 

c) por um divisor do número n + 1 na base n (não existe análogo em base 10). 


no s 


Para os professores. Recomendamos devotar uma sessão inteira no tópico desta seção, Se 
maravilhoso se durante esta st studantes (usando dicas do professor) pudessem formular 


e provar diversos testes de divisibilidade novos. 


83. Problemas variados 


Até agora estivemos interessados em sistemas numéricos por si mesmos. Agora vamos dis- 
cutir alguns problemas que não parecem ter nada a ver com sistemas numéricos. Entretanto, 
sistemas numéricos não decimais aparecem naturalmente quando tentamos resolver esses pro- 


blemas. 
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Problema 8. Qual é o número mínimo de pesos que nos permitem pesar qualquer número 
inteiro de gramas de ouro de 1 a 100 em uma balança padrão com dois braços? Os pesos só 
podem ser colocados no prato da esquerda. 


Solução. Todo número natural pode ser escrito no sistema binário. Logo, para pesar qualquer 
número de gramas de ouro de 1 a 100 basta ter sete pes 1,2,4,8, 16, 32, 64. Por outro 
lado, seis pesos são insuficientes, pois não podemos obter mais do que 28 — 1 = 63 pesagens 
diferentes com eles (cada peso é colocado ou não no prato da esquerda). 

Observação. Note que não supusemos que os pesos têm que ser inteiros. Esta hipótese 


não 
tornaria a solução mais simples. 


Problema 9º A mesma pergunta que no problema precedente, mas os pesos podem ser 
colocados em qualquer dos pratos da balança. 
Solução. Para explicar a solução deste problema, precisamos da seguinte propriedade interes- 
sante do sistema com base 3: 

Todo número natural pode ser repres 
sentações em base 3 


entado como a diferença de dois números cujas repre- 
nos 0 e 1 


contêm os algai 


Podemos demonstrar esta propriedade e 


vendo o número original em base 3 e construindo 


os números de 
exercí 


jados um algarismo de cada vez da direita para a esquerda. Este é um bom 
o, que ficará a cargo do leitor. 

Agora fica claro que basta ter 5 pesos com 1, 3, 9, 27, 81 grama 
não precisamos de um peso com 243 gramas?). 

Não basta ter quatro pesos, já que não podemos fazer mais do que 3º — 1 = 80 pesagens 
diferentes com eles (cada peso é colocado no prato da esquerda ou no prato da direita ou não 


(você percebeu por que 


é colocado em nenhum deles). 


Problema 10. Um rei maligno escreveu três números retos com dois algarismos a, b e c. 
Um príncipe generoso precisa dar três números X, Y e Z, depois o rei dirá a soma aX+bY +cZ. 
O príncipe então terá que dizer quais são os três números secretos do rei. Caso contrário, ele 
erá executado, Ajude o príncipe a sair desta situação perigosa. 


Solução. O príncipe pode dar os números 1, 100 e 100? = 10000. Então os números a, b e c 
āo simplesmente os algarismos da soma aX + bY + cZ em base 100. 


Problema 11º Prove que podemos escolher 2* números do conjunto 0, 1, 2,..., 38! de 
modo que nenhum deles pode ser representado como a média aritmética de algum par dos 
números escolhidos. 


Solução. Usaremos o sistema de base 3. Vamos supor que a representação em base 3 de qualquer 
um dos números dados contém exatamente k algarismos — se o número de algarismos for menor 
do que k, preencheremos os lugares antes com zeros. Agora vamos escolher os números cujas 
representações em base 3 só contém algarismos iguais a 0 ou 1. Existem exatamente 2¥ deles, 
“mos mostrar que eles formam o subconjunto desejado. Suponha que existem três números 
diferentes no subconjunto — digamos, x, y e z — satisfazendo a igualdade x +y = 2z. Como os 
números x e y têm que ter pelo menos um algarismo diferente, podemos encontrar o algarismo 
diferente mais à direita. O algarismo correspondente na soma x+y seria 1, Mas a representação 
em base 3 de 2z só contém algarismos iguais a O ou 2. Isto é uma contradi 


Problema 12. Prove que um subconjunto dos 28 núme: 
ser escolhido entre os números 0, 1, 2, ..., (3% — 1)/2. 


>s com a mesma propriedade pode 
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Para os professores. Os problemas desta seção podem ser dados em encontros ou usados em 
diversas competições matemáticas. 


84. O jogo de Nim 


amos falar agora sobre uma variação do jogo famoso de Nim (veja os livros de Martin 
Gardner [5=7]). Suas regras são simples. São dadas três pilhas de pedras (o número inicial de 
pedras em cada pilha pode variar). Dois jogadores se alternam retirando diversas pedras das 
pilhas. É permitido retirar qualquer número de pedras, mas só de uma pilha em cada jogada. 
Vence o jogador que retirar a última pedra. 

É extraordinário que a estratégia vencedora para este jogo possa ser expressa usando o 
sistema binário. Vamos discutir esta estratégia em uma situação mais geral: para um número 
arbitrário de pilhas. Observamos também que, no caso de duas pilhas, este jogo pode se 
transformar em um jogo com torres (de xadrez) em um tabuleiro retangular (veja os Problemas 
10, 16, 22 do Capítulo “Jogos”). 

Como de hábito, para “resolver” o jogo, basta determinar o conjunto de posições vencedoras 
(veja a 83 do capítulo indicado acima). Vamos escrever as representações bir 
de pedras em cada pilha uma debaixo da outra, de modo que os algarismos das unidades estejam 
na mesma coluna, os algarismos das “dezenas” também estejam na mesma coluna, etc. Depois 
calculamos a paridade do número de algarismos iguais a 1 em cada coluna (P denota “par” 
e I denota “ímpar”). Por exemplo, suponha que temos três pilhas, com 101, 60 e 47 pedras, 


s para o número 


Escrevemos: 

m = 101 = t 1 o 0 1 0 1 
n2 = 60 = 1 1 1 1 0 0 
na = 47 = 1 0 1 1 1 1 

1 1 0 o 1 0 1 

1 1 1 1 o o 

1 0 1 1 1 1 

I I I P I I P 


Afirmamos que uma posição é vencedora se e somente se o número de algarismos iguais a 
1 em qualquer coluna sempre é par; ou seja, todas as letras na linha de baixo são iguais a d 
(de modo que a posição ilustrada acima, presume-se, é perdedora). Chamamos tais posições de 
“pares” e quaisquer outras de “ímpares” 

Para provar que uma posição é vencedora se e somente se for par, precisamos mostrar que: 

1. A posição final do jogo é par. 

2. Qualquer jogada a partir de uma posição par leva a uma posição fmpar. 

3. De qualquer po: 


ção fmpar você pode mudar para alguma posição par em uma jogada. 

A parte 1 é fácil. O jogo termina quando cada pilha tem 0 pedras e O é par. 

Para provar a parte 2, observamos que, depois de cada jogada, o número de pedras em 
> utação binária muda. Isto 

> de algarismos iguais a 1 na coluna correspondente varia de 1. Como 


à sua repre: 


alguma pilha muda e, portanto, algum algarismo 
significa que o núm 
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nenhuma outra linha pode mudar (as pedras só podem ser removidas de uma pilha de cada 
vez), a paridade daquela coluna também muda. 

Vamos mostrar agora como sair de uma posição ímpar arbitrária para uma posição par. 
Precisamos retirar diversas pedras de uma pilha de modo que a paridade do número de al- 
garismos iguais a 1 nas colunas mude em todas as colunas que tenham um número ímpar de 
algarismos iguais a 1 (e só nessas colunas!). Considere a coluna mais à esquerda que tem um 
número ímpar de algarismos iguais a 1 e escolha uma pilha que tenha algarismo 1 nesta coluna 
(por que existe tal pilha?). Esta é a pilha de onde retiraremos as pedras. 


É fácil entender quantas pedras precisam ficar nesta pilha — a representação binária do 


número de pedras na pilha precisa mudar os algarismos que correspondem às colunas que têm 


mos retirar exatamente tantas pedras quanto 
algarismos vai mudar de 


um número ímpar de algarismos iguais a 1. Pre 


forem necessárias para isto acontecer. Como o mais à esquerda des 
1 para 0, o número de pedras na pilha irá, de fato, diminuir. 


Problema 13. Resolva os seguintes jogos: 

a) Oito peões brancos estão na primeira fila de um tabuleiro de xadrez e oito peões pretos 
estão na oitava fila. Dois jogadores sc revezam movendo verticahnente um de seus peões na 
direção da outra extremidade do tabuleiro por um número arbitrário de casas. Não é permitido 
pular sobre um peão de cor oposta. Perde o jogador que não pode jogar. 

b) O mesmo jogo, exceto que os peões podem se mover tanto para frente quanto para trás. 


Para os professores. Só faz sentido disentir o jogo de Nim com estudantes que tenham habi- 
lidades matemáticas suficientemente desenvolvidas, Os estudantes devem jogar entre si e obter 
suas próprias conjecturas e estratégias. É bem difícil desenvolver a estratégia vencedora correta; 
entretanto, sugestões precisas e na hora certa podem facilitar este processo e permitir que os 
alunos resolvam o máximo possível do problema independentemente. 


CAPÍTULO 16 


Desigualdades 


$1. Quem é maior? 


Esta talvez seja uma das perguntas mais 
muito curiosas e fazem perguntas do tipo: 
Quem é mais forte: o papai ou o campeão de luta livre? 
O que é mais alto: o Pão de Açúcar ou o Corcovado? 
— Onde vivem mais pessoas, no Rio de Janeiro ou em São Paulo? 

Em matemática, estas perguntas “ingênuas” não fazem muito sentido, mas ajudam os €s- 
tudantes a aprender como calcular melhor e com mais precisão, e a trabalhar com números 
Imente grandes”. É claro que não estamos falando aqui sobre o uso de 
não ajudam se queremos ser realmente rigorosos em nossas demonstrações. 


comuns feitas pelas crianças. As crianças são 


caleuladoras, que 


Para os professores. A técnica para calcular e estimar é um dos aspectos mais úteis da 
cultura matemática. Os estudantes têm que dominar não só o “uso cego” de diversos métodos 
para calcular e aproximar; eles precisam compreender sua essência. É impos: 
os truques técnicos da matemática. Mas é possível e necessário ensinar aos estudantes como 
fazer as coisas por conta própria. A habilidade de estimar rápida e precisamente pode ser obtida 


ível lembrar todos 


resolvendo-se problemas com dados numéricos específicos, como os considerados nesta seção. 


Eis um problema típico desta série. 


Problema 1. Qual número é maior: 31" ou 1714 


eles não têm mais de 


È claro que você pode calcular ambos os números “manualmente 
20 algarismos. No entanto, esta maneira de lidar com o problema leva muito tempo e não ajuda 
em nada na resolução de outros problemas mais complicados. Vamos tentar de outra maneira. 


311! <32"! = (25)! = 255 < 256 = (2) = 1618 <17", 


Esta cadeia de desigualdades mostra que 31"! é menor do que 17!*, A única coisa necess 
para esta solução foi a observação de que os números 31 e 17 não estão muito longe de potências 


de 2. 


Problema 2. Qual número é maior: 
a) 2390 ou 32007 
b) 2ºº ou 3287 
c) 5% ou 453? 
Problema 3. Prove que 219 + 3100 < 4100, 
Solução. É claro que 2'00 < 3100, De modo que basta provar que 2 - 3100 < 410 ou, equiva- 


100 Pi 
lentemente, (3) ° > 2. Mas até 


3 


S E i 
$) = $ é maior do que 2. 
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Problema 4. Qual número é maior: 7°? ou 8?!? 

Para investigar mais a fundo a situação no Problema 3, vamos tentar encontrar um número 
natural n tal que 4" < 2100 + 3100 < 4+1, No meio da nossa solução encontramos o seguinte 
problema. 


Problema 5! Prove que 47? < 2100 + 3100 < 480, 
Solução. Como 2- 3100 > 2100 + 3100, basta mostrar que 480 > 2. 3100; ou sej 


25620 
5) >2 
Vamos lembrar a desigualdade de Bernoulli: (1 4+ x)" > 1+ nx para x > —l, n > 1 
(veja o Problema 56 ou o Capítulo “Indução”). Este fato motiva a pergunta: é verdade que 
35$ > 1+ 3? A resposta é sim (verifique você mesmo!). Portanto, 5) R2 
Vamos provar agora que 2100 +3100 > 47º, Mostraremos que 31005 > 47º ou 480/3100 < 4 


construindo a seguinte cadeia de desigualdade 
480 256X) 1932  /361\ ° 
370 = (53) É (15) E ($) 
(Em 
8 64 7 16807 


Comentário. Como você pode ver, o método con 
expressão feia e complicada como 480/3100, 


iste em uma simplificação gradual de uma 


Para os professores. Para aprender bem este método, é necessário que os estudantes estejam 
familiarizados com diversas potências pequenas de números naturais. Eles também não podem 
ter medo de efetuar qualquer cálculo específico (embora longo), desde que compreendam seu 
objetivo. Para isto, resolver problemas semelhantes ao próximo pode ajudar. 


Problema 6. Encontre todas as potências dos números naturais 2, 3, 4, 5, 6, 7,8, 9, 11, 12, 
que não são maiores do que 10000 e arrume-os em ordem crescente. Encontre todos os pares 
dessas potências que diferem por um número menor ou igual a 10. 

Comentário. Este é um problema excelente para casa, usando uma calculadora. 


As soluções para os três problemas seguintes baseiam-se em uma ideia muito diferente. Até 
agora, provamos desigualdades entre números naturais implesmente transformando- 
simplificando-os) e calculando os resultados das transformações. A ideia nova é substituir 


algum número específico por uma variável. 


Problema 7. Qual número é maior: 1234567 - 1234569 ou 12345682? 


Solução. vamos denotar o número 1234568 por x. Então a prime 
2-1 <x2, Assim, evitamos a necessidade de multiplicar números com sete alga 
elevá-los a uma potência. 


a expressão é (x—1)(x+1) = 
mos ou 


Problema 8. São dadas duas frações 


«01 10 


10...001 * 710...001 
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Em cada uma delas, o número no denominador tem um algarismo igual a zero a mais do que o 
número no numerador. Se o numerador na fração à esquerda tem 1984 algarismos iguais a zero 
e o numerador na fração à direita tem 1985 algarismos iguais a zero, qual das frações é maior? 


Problema 9. Qual número é maior: 1234567/7654321 ou 1234568/7654322? 
Eis mais alguns problemas que usam estimativas e aproximações. 

100100 ou 5050 . 15050? 

(1,01)!09 ou 1000? 


Problema 10. Qual número é maio 


Problema 11. Qual número é maio) 


Problema 12. Prove que 
1 1 1 1 1 1 


273t4 ooo imo? s: 


Problema 13. (Este é quase uma brincadeira.) Se você aplicar a função fatorial 99 vezes 


ao número 100, obterá o número A. Se voc 
obterá o número B. Qual deles é maior? 


aplicar a função fatorial 100 vezes ao número 99, 


Vamos discutir a solução do Problema 12. Dividimos as parcelas em pares 


LR IR E, e 
23 a 5/"eTlos 99)" 100" 


Agora temos uma soma de números positivos, que começa com 1/6 + 1/20 + 1/42 + 
1/6 + 1/20 > 1/5, obtemos imediatamente o resultado desejado. 


Como 


Miscelânea 


Problema 14. Quantos algarismos tem o número 210007 
Problema 15. Encontre o maior entre os números 5100, 671, 790, 885, 


Problema 16t Prove que o número +. 3: 


a) menor do que 1/10; 
b) menor do que 1/12; 
c) maior do que 1/15. 


Para os professores. Podemos criar um monte de perguntas semelhantes às dos Problemas 
I-10. Por exemplo, vamos pegar dois números naturais — digamos, 5 e 7. Depois consideramos 
uma potência grande de 5 — digamos 57°. Agora procuramos duas potências relativamente 
pequenas de 5 e 7, que não diferem “por muito” (isto depende da sua ideia de medida). Por 
exemplo, podemos considerar 5° = 625 e 72 = 343 (os expoentes têm que ser diferentes!). Como 
5º > 73, temos que 572 > 75º, Portanto, 57° > 572 > 754, Depois disso, podemos “consertar” 
um pouco o expoente 54 para obter outro exercício: prove que 573 > 753, 

Comentário. Esta classe de desigualdades, que são o resultado de combinações de diver: 
desigualdades simples e “grosseiras”, tem um nome especial no folclore das olimpíadas russas. 
Elas são chamadas de “desigualdades a Leningrado”, 


ns 


Para os professores. Resolver essas desigualdades numéricas ajuda no desenvolvimento de 
habilidades computacionais e técnicas de aproximação. Entretanto, alguns estudantes, que 
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podem ser muito bons em lógica e combinatória, podem ter uma espécie de “alergia” a problemas 
computationais como esses. 


$2. A desigualdade principal 


A desigualdade principal (e, de certa forma, a única!) no campo dos números reais é a de- 
sigualdade x? > 0 — não há qualquer dúvida em relação a esta verdade. Outras desigualdades, 
bem conhecidas e úteis, seguem dela. A primeira entre elas é, certamente, a desigualdade sobre 
as médias (ou a desigualdade M.A.-M.G.): 


a+b 
5 >vab quaisquer que sejam a,b > 0 


— os números (a + b)/2 e vab são chamados de média aritmética e média geométrica, respec- 
tivamente, dos números a e b. 
Isto é muito fácil de provar: 


tb vob = tte VE ya vit >O 
— o que implica não só na veracidade da desigualdade M.A.-M.G., mas também no fato de que 
vale a igualdade se e somente se a = b. 
Problema 17. Prove que 1 +x > 2y% se x > 0. 
Problema 18. Prove que x + 1/x > 2 se x > 0. 


Problema 19. Prove que (x? + y?)/2 > xy quaisquer que sejam x e y. 
Problema 20. Prove que 2(x? +y?) > (x +y)? quaisquer que sejam x e y. 
Problema 21. Prove que 1/x + 1/y > 4/(x +y) se x >0, y > 0. 

Solução do Problema 18. (x+ 1/x) — 2 = (yx — Vī7x)? > 0. 


Problema 22. Em geral, as soluções de qualquer um desses problemas podem ser reduzidas 
a uma aplicação apropriada da desigualdade M.A.-M.G. ou, depois de algumas transformações 
“apropriadas”, a uma aplicação da desigualdade principal x? > 0. 


Desigualdades mais complicadas, entretanto, são resolvidas, em geral, por aplicações múl- 
tiplas da desigualdade M.A.-M.G. ou pela combinação de diversas ideias diferentes. Eis um 
exemplo típico: 


Problema 23. Prove que x? + y? +z? > xy + yz + zx quaisquer que sejam x, y e z. 


Para provar este fato, usamos o resultado do Problema 19 e escrevemos três desigualdades: 
1 2 1 1 2 
zty >y zèt) > xz zly? +z) > yz. 
Agora basta somá-las. 
Problema 24. Sea, b, c > 0, prove que (a + b)(a +c)(b +c) > 8abc. 


Problema 25. Sea, b, c > 0, prove que ab + be + ca > avbe + byac + cevab. 
Problema 26. Prove que x? +y? +1 > xy +x+ y quaisquer que sejam x e y. 
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Problema 27. Prove que, quaisquer que sejam a, b e c, a desigualdade a + b? + c! > 
abe(a + b + c) é válida. 


Solução. Usaremos a d 
at +b’ +c’ 


igualdade do Problema 22 — duas vezes! 

= (a2)? + (b2)? + (c2)? > a?b? + b?c? + c2a? 

= (ab)? + (bc)? + (ca)? > (ab)(bc) + (bc) (ca) + (ca)(ab) 
=abe(a+b+c). 


A desigualdade M.A -M.G. é extraordinária por duas razões. A primeira é que ela nos 
permite estimar a soma de dois números pı 
ela pode ser generalizada para mais d 
M.A-M.G. para quatro números posi 

atb+c+d 

GE ot > 
onde, como de hábito, as expri 
respectivamente, a média aritmé 


vos em termos de seu produto, A segunda é que 
e dois números. Aqui, por exemplo, está a desigualdade 
vos: 


Vabcd quaisquer que sejam a,b,c,d > 0 


's à esquerda e à direita da desigualdade são chamadas, 
tica e a média geom 


rica dos quatro números dados. 


Esta versão da desigualdade M.A.-M.G. pode 
atb+c+d 1/a+b c+d 
“ala “2 


— apenas aplicamos a desigualdade M,A-M.G. para dois números duas vezes. 


ser demonstrada da seguinte manei 


1 a, 
q 5 ) > z ab + vcd) > abvcd = Vabed 


Problema 28. Prove que x! + y* +8 > 8xy quaisquer que sejam x e y. 
Problema 29. Sea, b, c e d são números positivos, prove que 
E e. 
(a+b+e+d)[-+=-+-+-) 216. 
a b cad 
No entanto, não é tão fácil provar a desigualdade M.A.-M.G. para três números positivos: 
atb+e > 
3 
Vamos considerar quatro números: a, b, c e m = Yabc. Então 


artb+ctm a 
E RR Vabem= Vm .m=m. 


Logo, (a + b + c)/4 > 3m/4 e, portanto, a +b +c > 3m, (a +b +c)/3 > Vabe. 
Problema 30. Se a, b e c são números positivos, prove que 
ab 


c 
E E 
ptota?? 


Vabe quaisquer que sejam a, b,c > 0. 


Problema 31. Prove que, se x > 0, então 3x) — 6x? + 4 > 0. 
Solução. Vamos mostrar que 3x? +4 > 6x2, Como 3x3 +4 = 2x3 + x? +4, podemos aplicar a 
desigualdade M.A.-M.G. e obter 


2x? +x? +4 > 3 V2x3 -x3 -4 = 3 2x? = 6x2, 
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Problemas variados (para casa) 


Problema 32. Prove que, se a, b, c > 0, então 1/0+1/b+1/c > 1/Vab+1/vbe+1/vac. 
Problema 33. Prove que, se a, b, c > 0, então ab/c + ac/b + bc/a > a +b +c. 
Problema 34. Prove que, se a, b, c > 0, então ((a + b + c¢)/3)? > (ab + be + ca)/3. 
Problema 35. Prove que, se a, b, c > 0, então (ab + bc + ca)? > 3abe(a +b + c). 


Problema 36. A soma de três números positivos é seis. Prove que a soma de seus quadrados 
não é menor do que 12. 

Problema 37. Prove que, se x 2 0, então 2x - 3/8 > 4yX. 

Problema 38. A soma de dois números 
mínimo possív 


Problema 39? Prove a desigualdade M.A.-M.G. para 
prove que, se a, b, c, d ¢ e > 0, então 

a+b+c+d+e. s 

EE es > Vabcde. 
Dica. Primeiro, prove a desigualdade M.A.-M.G. para oito números e depois use nossa ideia 
da demonstração da desigualdade M,A.-M.G. para três números. 


ão negativos é 10. Quais os valores máximo e 
is para a soma de seus quadrados? 


ico números não negativos; ou seja, 


83. Transformações 


Algumas vezes, uma transformação sortuda pode nos ajudar a resolver um problema ou 
provar uma desigualdade imediatamente. Aqui está um exemplo; vamos voltar para a desi- 
gualdade x? + y? + z? > xy + yz + zx do Problema 22. Ela pode ser demonstrada da seguinte 
maneira. Escrevemos a diferença entre partes da desigualdade 

2 2 
x? +y? +z? —xy -yz -zx = ((x— y)? + (y — 2)? + (z— x)?)/2 > 0. 

De fato, o truque é um refinamento da técnica de “completar os quadrados”, usadas, muitas 
vezes, para resolver equações quadráticas simples. Eis outro exemplo. 

Problema 40. Resolva a equação a? + b? + c? + d? — ab — be — cd — d + 2/5 = 0. 

Você pode dizer “Isto uão é uma desigualdade!” Certamente, mas, em primciro lugar, 
podemos usar o mesmo inétodo e, em segundo lugar, existe uma desiqualdade presente: 


a? +b? + c? +d? — ab — be — cd — d + 2/5 


(a PY 3, 2y 42 ad = 
E a a 3 31º" 4 8 5) 


e a solução segue. De fato, uma soma de quadrados pode ser igual a zero se e somente se todas 
as parcelas forem iguais a zero. Portanto, temos nossa resposta: d = 4/5, c = 3d/4 = 3/5, 
b = 2¢/3 = 2/5, a = b/2 = 1/5. 


Problema 41. a+b=1. Qual é o valor máximo possível do produto ab? 
Dica. a(l — a) = 1/4 — (1/2 — a)?. 


Problema 42. Prove a desigualdade (a?/4) + b? +c? > ab — ac + 2bc quaisquer que sejam 
a, bec. 
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Problema 43. Suponha que k, Le m são números naturais. Prove que 
2ktl gem q glem cgktlemel 4] 
Problema 44. Se a+ b+ c= 0, prove que ab + bc + ca < 0. 
Vamos resolver o Problema 41. Passando tudo para a esquerda do sinal de desigualdade, 


obtemos: (a?/4) +b? +c? — ab + ac —2bc = (a/2— b +c)? > 0. Is 
desigualdade “principal”. 


o é verdade devido à noss 


n 


* * * 


Vamos discutir agora outra ideia excelente que se mostrou bastante útil para tratar desi- 
gualdades que mostram alguma simetria (também á ligada à fatoração). 
Lema. Sce a > b c x > y, então ax + by > ay + bx. 
Demonstração. De fato, ax + by — ay —bx=(a-—b)(x—y) > 0. 
Comentário. Se, por exemplo, f for alguma função cre: 


cente, então 
(a—b)(i(a) — f(b)) > 0 
quaisquer que sejam os números a e b — isto é, simplesmente, uma reformulação da definição 
de função crescente. 
Esta ideia pode ser aplicada da seguinte maneira: 
Problema 45. Prove que xº/y? + y$/x? > x’ +y’ quaisquer que sejam x e y. 
Solução. Vamos denotar x? por a e y? por b. Então 


XE NM md 
tado =y" = aè/b+ b/a- =b? 
—b)a? “ab? 2 2 = F p3 
es (a-b)a: EA (b — a)b: staz aq b = (a—b)(aé — b?) >0. 
b a b a ab 


Enfatizamos, mais uma vez, que os números a — b e a? — b? têm o mesmo sinal. 


Problema 46. Sex,y>0, prove que Vx2/y + vVyZ/x > VX + v9. 
Problema 47. Sce a, b, c > 0, prove que 


2(a? +b? +c?) > a?b + ab? + a?c + ac? + b?e + bel. 
Solução. Coloque todos os termos de um mesmo lado e divida-os em quádruplas: 
[a? + b? — a?b — ab?) + [b? + c? — b?e — be?) + [a? + c? — a?c — ac?) 
Em cada quádrupla, a expressão pode ser fatorada do seguinte modo: 
a? +b? — aĉb — ab? = (a — b) (a? — b?) > 0. 
Isto completa a demonstração. 
Problema 48! Sea < az <... < an € bi < bz <... < bn, prove que 
abı +a2b2 +... + anbn > aci +0202 +... + AnCn, 


onde cy, C2, ..., Cn é uma permutação arbitrária dos números by, ba, ..., Dn. 
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Miscelânea 


Problema 49. Prove que, para todo x, 
x(x+ Dix +2)x+3) 2-1. 
Problema 50. Prove que, quaisquer que sejam x, y e z, 
x +y’ +z? +] > 2x(xy? -x+2+1). 
Problema 51 Prove que 


1 1 1 
+ Aant > 
1+v2 v3+va 99 + 100 


Problema 52. Se x, y > 0, prove que (yx + y9)? > 64xy(x + y)?. 


? 
5 


Para os professores. Existem diversas desigualdades mais difíceis que usam a ideia do m 
Lema, asssim como a desigualdade do Problema 47 (veja [7, 8)). Se problemas deste nível não 
são apropriados para suas sessões, recomendamos dar apenas a ideia geral e ilustrá-la com dois 
ou três exemplos. 


84. Indução e desigualdades 


Com frequência, desigualdades contêm uma variável que assume valore: 
ou um dos números envolvidos é apenas um disfarce encobrindo tal variável (veja, por exemplo, o 
Problema 7). Aliás, a habilidade de reconhecer este tipo de variável é uma habilidade importante 
de desenvolver e não só para desigualdades. s desigualdades “inteiras positivas” podem ser 
demonstradas, muitas vezes, por indução. 


inteiros positivos, 


Problema 53. Prove que, sen > 3, então 
a piisi 
n+l n+2 o m75 


Solução. Base: n =3. Temos 1/4 + 1/5 + 1/6 = 37/60 > 3/5. 
Vamos provar o passo indutivo, de n =k atén =k +1: 


1 1 1 
(tim tt) 


1 1 t 1 1 1 
= (mm "Ee tm +2 =) 
1 l 1 3 

RFT EFI tetas 

Um dos esquemas-padrão em no: 
plicado a seguir. Suponha que temos duas 
+. bn, <.. € suponha também que 

a) a > bı (Base); 

b) ak — ax > bk — be para todo k < n (passo indutivo). 
Então an > bn. 


> 


rações indutivas para desigualdades está ex- 
s de números a1, A2, ..., Qn,... € by, ba, 


sequênci 
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Problema 54. Sen é um número natural, prove que 
israel 
v2 v3 Com 


Problema 55. Sen é um número natural, prove que 


1 1 
l+- t-t... 2 1-9): 
+ zt Fent => (vn + 1) 


Problema 56. Se n é um número natural, prove que 
1 1 1 
tata? 

O Problema 55 não pode ser resolvido de acordo com o esquema acima. A sequência 
2 2 f a i 

an = 1/2? + 1/3? +... + 1/n? cresce monotonicamente, enquanto que a sequência bn = 1 é 

constante. Logo o item b) não é válido e não podemos usar o esquema. 

zer? Aqui aparece uma das qualidades mais surpreendentes do 

a. Algumas vezes é mais f 

ou, como neste caso, uma desigualdade mais precisa. 


<2vn. 


Então, o que podemos fi 


método de indução matemé sil provar uma afirmação mais forte 


Solução. Vamos escolher outra sequência bn, a saber, bn = (1=1/n). 
Base. Sen = 2, vemos que 1/22 < 1 — 1/2. 
Passo indutivo (de acordo com o esquema!): 


seja, Ak — Qu, < bk — by). AS 
1-1/n<1. 


ak — qu = 1/k?, by be = 1/k(k — 1); ou 
n, qualquer que seja o número natural n, temos an < bn = 


Problema 57. (Desigualdade de Bernoulli) Se x > 0 e n é um número natural, prove que 
(O +x)" > 1+nx. 

Dica. Este problema tem uma solução não indutiva, o que é claro para os que es 
arizados com o teorema sobre o binômio de Newton (veja o Capítulo*Combinatória-2"). De 


fato, 
SR aa E Y Ta 
1+ M (5x eat (ae 


e todas as parcelas depois das duas primeiras são maiores ou iguais a zero. Portanto, (1+x)" > 
LP T d 
1+ (3)x=1+nx. 


āo famili- 


(1 +x)" = 


Por outro lado, existe outro esquema geral que trata de problemas deste tipo. Ele está 
explicado a seguir (usando a mesma notação que no esquema anterior): se 

a) ay > bı (Base); 

b) ak/ak-1 > bk/bk-ı para todo k < n (passo indutivo), 
então an > bn. Este é outro corolário do MIM. 


Problema 58. Sen é um número natural, prove que n™ > (n + 1)", 
Problema 59. Se n é um número natural maior ou igual a 4, prove que n! > 2". 


Problema 60. Sen é um número natural, prove que 2" > 2n. 
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Problema 61. Encontre todos os números naturais n tais que 2" > nº. 
Vamos discutir a solução do Problema 57. Definimos an = nº e bn = (n +1)°7'. A 


afirmação é válida para os valores n = Ten = 2, o que prova a base. Para provar o passo 
indutivo, basta mostrar que 
ak kk 5 bk (KA 


au (KIT? bka k 


=", ou seja, (k?)¥-?! > (k? — 1)¥7? 


ou, equivalentemente, k?¥-? > (k? — 


Miscelânea 


Problema 62. Prove que, para qualquer número natural n, a desigualdade 3" > n 2" é 
válida. 


Problema 63. Qual dos dois números 
a ; 
27 (dez algarismos iguais a 2) ou 3 


(nove algarismos iguais a 3) 
é maior? E se fossem oito algarismos iguais a 3? 
Problema 64. O produto dos números positivos a1, A2, ..., An é iguala 1. Prove que 
0 +a) + az)... (14an) 22". 
Observação. Este problema tem outras soluções não indutivas. 
Problema 65. Demonstre a desigualdade de Bernoulli (1 +x)" >1+nxsex>2-Ten 21. 


Problema 66. A soma dos números positivos xy, X2, ..., Xn é igual a 1/2. Prove que 


Para os professore: 


ção, dois temas estão se unindo, cada um dos quais suficiente- 
mente importante para ser discutido em dive ões. Eles são “Indução” e “Desigualdades”. 
É preciso observar que, no tema “Indução”, o tópico “Aplicando Indução a Desigualdades” é 
compreendido mais facilmente, em geral, do que outros (mais abstratos). Precisamos não fazer 
uso excessivo deste fato, embora possamos criar muitos problemas semelhantes aos Problemas 
52-61. 

É importante dar aos estudantes mais problemas que requerem um raciocínio não padrão. 
Além disso, você deve permitir que eles busquem soluções não indutivas para os problemas. 


45. Desigualdades para todos 


Os problemas nesta seção estão listados sem qualquer ordenação em relação ao método de 
solução. No entanto, tentamos arrumá-los em ordem crescente de dificuldade. 


Problema 67. Uma corda estava esticada ao longo do equador sem nenhuma folga. Depois 
ela foi aumentada de 1 em e foi esticada novamente ao longo do equador, mas foi levantada do 
solo em algum lugar. E possível um homem passar pela abertura criada? 
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Problema 68. Imagine que a Terra é feita de massa e depois é enrolada como uma “salsicha” 
fina, de modo a chegar até o Sol. Qual é a espessura desta “salsicha”? Tente não errar sua 
resposta por mais de 1000%. 


Problema 69. E possível colocar toda a população da Terra e tudo que foi criado pela 
humanidade dentro de um cubo com uma aresta com 3 km de comprimento? 


Problema 70. Imagine que você es 


á em pé no final da praia de Botafogo (no Rio de 
Janeiro), próximo à entrada do Aterro do Flamengo, É possível, usando apenas coisas que você 
tenha à mão e bom senso, fazer uma boa estimativa da altura do Pão de Açúcar, do outro lado 
da Enseada de Botafogo? 


Problema 71. Prove que 100! < 50100, 

Problema 72. Sen é um número natural, prove que Yn + I — Vn=T>1/ym. 
Problema 73. Se 1 >x >y >00, prove que (x — y)/(1 — xy) < 1. 

Problema 74. Sea, b,c, d>0,c+d<aec+d s< hb, prove que ad + be < ab. 


Problema 75. Existe um conjunto de números cuja soma é 1 e tal que a soma de seus 
quadrados é menor do que 0,01? 


Problema 76. Suponha que a, b, c > 0 e que abc = 1. Sabendo que a +b +c > 
1/a + 1/b + 1/c, prove que exatamente um dos números a, b e c é maior do que 1. 
Problema 77. Os números x, y pertencem ao intervalo [0,1]. Prove que 
x y 

aee dat, 

ley Tax 
Problema 78. Suponha que a, b e c são números naturais tais que 1/2 + 1/0 + 1/c < 1. 
Prove que 1/a + 1/b + 1/c < 41/42. 
Problema 79. $ 


x, y e z são números positivos, prove que 
x y z 


+ + <2. 
x+y y+z z+x 


Problema 80. Prove que 


CEEE 


Problema 81. Prove que, para qualquer x, a desigualdade x’ =x) + 3x? — 2x + 2 > 0 é 
válida. 


Problema 82. Os números a, b, c e d pertencem ao intervalo [0,1]. Prove que 
(a+b+e+d+1)? > 4(a? +b? +c? pd). 


Problema 83. Suponha que x e y são maiores do que 0. Vamos denotar o mínimo de x, 
1/y e y + 1/x por S. Qual o valor máximo possível de S? 
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Problema 84? Suponha que a, b, c e d são números positivos. Prove que pelo menos uma 
das desigualdades 

Da+b<c+d; 

2) (a + b)cd < ab(c+ d); 

3) (a + b)(c +d) < ab + cd 
não é verdadeira. 
Problema 85! Prove que as três desigualdades 

aba a2bı az2b3 a3b2 a3bı aib3 
ai +b2 ` az+bı' az+b, ` a3+b2' a+b ` a +b3 

imultancamente verdadeira 


não podenn sı 
tivos. 


se os números Q), A2, Q3, by, b2, b3 forem posi- 


Problema 86º Prove que, se x + y +z > xyz, então x? + y? +z? > xyz. 


CAPÍTULO 17 
Problemas para o Segundo Ano 


Você provavelmente já notou que alguns tópicos do primeiro ano foram desenvolvidos na 
segunda parte, enquanto outros (como “Paridade”, “O Princípio das Casas de Pombo”, “Jogos”) 
não foram. Entretanto, alguns problemas sobre estes temas não foram incluídos nos capítulos 
da primeira parte por serem muito mais difíceis. Começamos este capítulo preenchendo esta 
lacuna. 


§1. Paridade 


Problema 1. Prove que a igualdade 1/0+1/b+1/c+1/d+1/e+1/f = 1 não tem soluções 
nos números naturais ímpares 


Problema 2. Oito torres estão colocadas em um tabuleiro de xadrez de modo que nenhuma 
delas pode atacar outra. Prove que o número de torres que estão em quadrados pretos é par. 


Problema 3. E po: 
de modo que cada peão azul esteja em uma posição exatamente oposi 
dois peões azuis nunca estejam um ao lado do outro? 


sível colocar 20 peões vermelhos e azuis ao longo de uma circunferência 
à a um peão vermelho e 


Problema 4. São escolhidos dois pontos A e B em uma reta. Depois são escolhidos 1001 


pontos fora do segmento AB e eles são coloridos de vermelho e de azul. Prove que a soma das 


âncias 


distâncias de A aos pontos vermelhos e de B aos pontos azuis não 
de B aos pontos vermelhos e de A aos pontos azuis, 


igual à soma das di 


Problema 5. Temos dez pares de cartas com os números 0, 0, 1, 1, ..., 8, 8, 9, 9 escritos 
nelas. Prove que não é possível colocá-las em uma fileira de modo que fiquem exatamente n 
cartas entre duas cartas quaisquer com o mesmo número n nelas (para todo n =0, 1, ..., 9). 


Problema 6. São escolhidos 20 pontos em uma circunferência formando um polígono regular 
com 20 lados. Depois eles são divididos em dez pares e os pontos em cada par são conectados 
por uma corda, Prove que algum par dessas cordas têm o mesmo comprimento. 


Problema 7. Um quadrado 6 x 6 é coberto por dominós 1 x 2 sem inter: 
o quadrado pode ser cortado ao longo de uma única reta paralela a um de seus lados de modo 
a não danificar nenhum dominó. 


des. Prove que 


Problema 8. Uma lesma se arrasta por um plano com velocidade constante, começando no 
ponto O e dando uma guinada de 60º a cada meia hora. Prove que ela só pode voltar ao ponto 
O depois de um número inteiro de horas. 


Problema 9* Temos um gravador de fitas em rolo e n rolos com fitas tendo na parte inicial 
de cada fita um marcador vermelho do lado de fora e um marcador verde do lado de dentro. 
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Encontre todos os valores de n para os quais, usando só um rolo vazio, podemos chegar a uma 
situação onde todas as fitas voltam ao rolo inicial com seus marcadores verdes do lado de fora. 


$2. O Princípio das Casas de Pombo 


Problema 10. Uma reta está colorida com 11 cores. Prove que é possível encontrar dois 
pontos da mesma cor que jam um número inteiro de centímetros de distância um do outro. 


Problema 11. Estão desenhadas sete retas no plano. Prove que algum par delas forma um 
ângulo menor do que 26º. 


Problema 12. Cada célula em uma tabela 5 x 41 está colorida branca ou preta. Prove que 
F 

podemos escolher três colunas e três linhas tais que todas as nove células na interseção são da 

mesma cor, 


Problema 13* Cada ponto no plano está colorido e foram usadas a) 2; b) 3; c) 100 cores. 
Prove que podeinos encontrar um retângulo com todos os vértices da mesma cor. 


Problema 14. Seis amigos decidiram visitar sete cinemas durante o final de semana. Os 
horários dos filmes começam às 9, 10, 11, ..., 19. Em cada hora, dois deles foram ao mesmo 
cinema e todos os outros foram para outro cinema. Ao final do dia, cada um deles já visitou 
io do filme onde não estava 


todos os 


sete cinemas. Prove que, em cada cinema, teve um hor 
presente nenhum dos amigo: 


Problema 15. Qual é o maior número de aranhas que podem dividir amigavelmente as 
arestas de um cubo com arestas de comprimento igual a 1 metro? Uma aranha só tolera um 
vizinho a uma distância de a) 1 metro; b) 1,1 metro (andando ao longo das arestas). 


Problema 16. São escolhidos sete vértices em cada um de dois polígonos regulares congru- 
colocados um em cima do outro de 


entes com 16 lados. Prove que esses polígonos podem si 
tal modo que pelo menos quatro dos vértices escolhidos de um polígono coincidem com vér! 
escolhidos do outro. 


Problema 17. É dado um conjunto de dez números com dois algarismos. Prove que podemos 
escolher dois subconjuntos disjuntos desses números com somas iguai: 


Problema 18. São dados vinte e cinco pontos no plano. Sabe-se que, entre três deles, dois 
estão a menos de 1 em de distância. Prove que existem 13 pontos no interior de um círculo de 
raio 1 em. 


Problema 19. São dados seis pontos no interior de um retângulo 3 x 4. Prove que pode-se 
escolher um par deles de modo que a distância entre eles seja, no máximo, V5. 


Problema 20. Seja A um subconjunto dos números naturais tal que, entre 100 números 
naturais consecutivos, existe um elemento de A. Prove que podemos encontrar quatro números 
diferentes a, b, c e dem A tais que a +b =c +d. 


Problema 21. Foram cortados noventa e nove quadrados 2 x 2 de uma folha de papel de 
gráfico de dimensões 29 x 29. Prove que é possível cortar outro pequeno quadrado 2 x 2. 


Problema 22. Um tabuleiro 10 x 10 está coberto por cinquenta e cinco quadrados 2 x 2. 
Prove que podemos remover um deles de modo que os restantes ainda cubram o tabuleiro. 
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Problema 23º Um grão mestre de xadrez joga pelo menos um jogo por dia, mas não mais 
do que 12 jogos por semana (de domingo até sábado). Prove que é possível encontrar diversos 
dias consecutivos durante o ano quando o mestre jogou exatamente 20 jogos. 


Problema 24. ão dados dez segmentos disjuntos coloridos de vermelho contidos em um 
segmento com 10 cm de comprimento. Sabe-se que dois pontos vermelhos nunca estão a exa- 
tamente 1 cm de distância. Prove que a soma dos comprimentos dos segmentos vermelhos não 
pode ser maior do que 5 cm. 


Problema 25. São dados 101 pontos no interior de um quadrado 1 x 1. Prove que existem 
três deles formando um triângulo com área menor ou igual a 0,01. 


Problema 26. São colocados diversos círculos no interior de um quadrado 1 x 1 tais que a 
soma de seus raios é igual a 3/5. Prove que existe uma reta paralela a um dos lados do quadrado 
que intersec! 


a pelo menos dois desses círculos. 
Problema 27. Estão desenhadas diversas cordas em um círculo de raio 1 de modo que cada 
diâmetro do círculo não intersecta mais de quatro delas. Prove que a soma de seus comprimentos 
não pode ser maior do que 13. 


Problema 28º Um antiquário tem mais de 100 relógios antigos (não digitais), todos funci- 
onando, mas não necessariamente com a hora certa. Prove que, em algum instante de tempo, 
a soma das distâncias do centro da loja aos centros dos relógios será menor do que a soma das 
ponteiros que marcam a hora nos relógios. E 


distâncias do centro da loja às extremidades do: 
se alguns deles estão adiantando ou atrasando? 


83. Jogos 


Em todos os problemas nesta seção, supomos que temos dois jogadores que jogam alter- 
nadamente, um de cada vez. A menos que esteja explicitamente especificado o contrário, você 
precisa determinar quem vence (o jogador que faz a primeira jogada ou o outro). 


Problema 29. Coloca-se um peão em cada um dos três quadrados mais à esquerda de um 
tabuleiro 1 x 20. Uma jogada consiste em mover um peão para qualquer um dos quadrados 
livres a sua direita sem pular sobre outros peões. Perde o jogador que não pode fazer sua jogada, 


Problema 30.  Coloca-se um peão em cada um dos três quadrados mais à esquerda de um 
tabuleiro 1x 20. Uma jogada consiste em mover um peão para o quadrado vizinho a sua direita, 
se estiver livre. Se este quadrado vizinho estiver ocupado, mas o pró: 


mo estiver livre, o jogador 
pode colocar seu peão neste quadrado livre. Perde o jogador que não pode fazer sua jogada. 


Problema 31. O número 1234 está escrito em um quadro negro. Uma jogada consiste em 
subtrair, do número que está no quadro, algum algarismo não nulo dele e escrever a diferença 
no lugar do velho número. Ganha o jogador que escrever o número zero. 


Problema 32. Os números de 1 a 100 estão escritos em uma linha. Uma jogada consiste 
em inserir um dos símbolos “+”, ou “x” em um espaço livre entre dois números vizinhos. 
O primeiro jogador vence se o resultado final for ímpar e perde caso contrário. 


Problema 33. Os números 1,2,3,...,20, 21 estão escritos em uma linha no quadro negro. 
Uma jogada consiste em apagar um dos números que ainda restam no quadro. O jogo termina 
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quando só tem dois números no quadro. Se a soma desses números for divisível por 5, então o 
primeiro jogador vence; caso contrário, o primeiro jogador perde. 


Problema 34. É dado um tabuleiro com dimensões n) 10 x 10; b) 9 x 9. Uma jogada 
consiste em colocar um sinal de mais ou de menos em qualquer quadrado vazio (nm jogador 
pode escolher qualquer um dos dois símbolos em cada rodada). O jogador cuja jogada cria três 
símbolos idênticos consecutivos em uma linha reta (horizontal, vertical, ou diagonal) ganha. 


Problema 35. Em cima de uma mesa estão duas pilhas de balas: 22 em uma delas e 23 
na outra. Uma jogada consiste em comer duas balas de uma das pilhas ou mover uma bala de 
uma pilha para a outra. O jogador que não pode fazer sua jogada vence, 


Problema 36. O primeiro jogador escreve em um quadro negro um dos algarismos 6, 7, 
8, 9. Cada jogada a seguir consiste em escrever um desses algarismos à direita do número no 
quadro. O jogo termina depois da a) 10º jogada; b) 12º jogada (note que, a 10º jogada, por 
exemplo, corresponde à 5% jogada do segundo jogador). O primeiro jogador ganha se o número 
resultante não for divisível por 9 e perde caso contrário. 


Problema 37. Dois jogadores jogam em um papel quadriculado infinito. O primeiro jogador 

coloca um X em algum quadrado, Em cada uma das suas próximas jogadas, ele tem que colocar 

um X em qualquer quadrado vazio que tem um lado em comum com um quadrado que já contém 

um X, O segundo jogador coloca três X em quaisquer quadrados que estejam vazios. Prove que, 

independente de como o primeiro jogador coloca seus X, o segundo sempre pode “empatá-lo” 
ou seja, criar uma situação tal que o primeiro jogador não pode fazer sua jogada, 


Problema 38. Uma pilha contém 1001 fósforos. Uma jogada consiste retirar p™ fósforos da 
pilha, onde p é qualquer número primo e n = 0, 1, 2, .... Vence o jogador que retirar o último 
fósforo. 


Problema 39. Uma tábua tem 1991 pregos. Uma jogada consiste em ligar com um arame 
dois dos pregos que ainda não estão ligados. Se for formado um circuito depois de uma jogada, 
então o jogador que fez esta jogada a) vence o jogo; b) perde o jogo. 


Problema 40. E dada uma tabela com dimensões a) 19 x 91; b) 19 x 92. Uma jogada 


consiste em colorir de preto uma ou mais células formando um quadrado. Não é permitido 
lorir qualquer célula mais de uma vez. O jogador que colorir a última célula vence o jogo. 


Problema 41º É dada uma folha de papel quadriculado 30 x 45. Uma jogada consiste em 
fazer um corte ao longo de uma aresta que liga dois nós vizinhos no reticulado. O primeiro 
jogador começa cortando a partir de uma aresta do papel. Qualquer corte tem que começar 
onde o último corte parou. Vence o jogo o jogador cuja jogada faz com que o papel se divida 
em dois pedaços. 


Problema 42* Um rei, quando é a sua vez de jogar, pode colocar dois X em quaisquer dois 
quadrados livres (um em cada quadrado) em uma folha infinita de papel quadriculado. Sen 
secretário, na sua vez, pode colocar um O em qualquer quadrado livre. é possível o rei colocar 
100 X em uma linha (vertical ou horizontal)? 
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84. Problemas construtivos 


Problema 43. Um viajante se hospedou em um hotel tendo apenas uma corrente de ouro 
com 7 elos. O preço do quarto é de um elo de ouro por dia. Qual o número mínimo de elos 
da corrente que precisam ser abertos de modo que o viajante seja capaz de pagar exatamente 
a diária necessária cada dia? 


Problema 44. E possível escrever 10 números em uma linha de modo que a soma de cinco 
números consecutivos quaisquer seja 
oja negativa? 


positiva e a soma de sete números consecutivos quaisquer 


Problema 45. Encontre um número de dez algar: 
ao número de zeros 
de algarismos iguais a um na representação, cte. e o déci 
algarismos iguais a nove na representação. 


smos tal que o primeiro algarismo é igual 


em sua representação decimal, o segundo algarismo é igual ao número 


mo algarismo é igual ao número de 


Problema 46. Ali Babá quer entrar na caverna dos quarenta ladrões. Na frente da entrada 
tem um barril. Ele tem quatro buracos com uma jarra dentro de cada buraco e dentro de cada 
jarra tem um arenque, O arenque em uma jarra pode estar de cabeça para cima ou para baixo. 
Ali Babá pode enfiar suas mãos em dois buracos quaisquer e, depois de examinar as posições 
dos arenques, mudá-las como quiser. Depois desta operação, o barril começa a girar e quando 
ele para Ali Babá não consegue distinguir um buraco de outro. A caverna irá se abrir se e 
somente se todos os quatro arenques estiverem na mesma posição. Como Ali Babá deve agir 


para entrar na caverna? 


Problema 47. Encontre uma coloração para uma folha de papel quadriculado usando 5 
cores de tal modo que os quadrados em qualquer figura do tipo A (veja a Figura 124) sempre 
tenham cores diferentes, mas que isto não aconteça para qualquer figura do tipo B. 


Figura 124 
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Problema 48. Desenhe uma figura que não pode cobrir um semicírculo de raio 1, mas que 
duas cópias dela cobrem um círculo de raio 1 (as cópias podem se intersectar). 


Problema 49. 
triângulo isós: 


deles formam um 


"olha 6 pontos no plano de tal modo que quaisquer 


Problema 50. Desenhe 11 quadrados disjuntos (isto é, sem pontos interiores em comum) 
no plano de tal modo que não possam ser coloridos propriamente com 3 colors. Uma coloração 
de um conjunto de figuras é dita própria se duas figuras quaisquer tendo mais de um ponto em 
comum em suas fronteiras têm cores diferentes. 


Problema 51. Cubra o plano com quadrados 
mesmo tamanho. 


m sobreposição tais que só dois deles são do 


Problema 52. Desenhe um polígono e um ponto no plano de tal modo que nenhum dos lados 
do polígono seja completamente visível do ponto (isto é, qualquer que seja o lado do polígono, 
alguma parte dele fica escondida atrás de outros lados do polígono se o olho do observador for 
colocado no ponto escolhido). Existem dois casos: a) o ponto está no interior do polígono; b) 
o ponto está no exterior do polígono. 


Problema 53º Escolha 7 pontos no plano de tal modo que, entre quaisquer três deles, existem 
dois que distam 1 cm um do outro. 


85. Geometria 


Conjunto 1. Desigualdades geométricas 


No Capítulo “Geometria” conhecemos algumas desigualdades geométricas e problemas que 
as usam. Neste conjunto, colecionamos diversos problemas sobre este tópico que são mais 
complicados e menos padrão. 


Problema 54. Prove que os círculos construídos tendo dois lados de um triângulo como 
diâmetros cobrem o triângulo inteiro. 


Problema 55. Prove que os círculos construídos tendo os quatro lados de um quadrilátero 
como diâmetros cobrem o quadrilátero inte 


ro. 


Problema 56. Prove que um polígono convexo não pode ter mais de três ângulos agudos. 


Problema 57. Prove que, em um polígono convexo, a soma de dois 
maior do que a diferença entre outros dois ângulos quaisquer. 


ângulos quaisquer é 


Problema 58. São dados um círculo de raio 1 em e cinco retas o intersectando no plano. 
Sabe-se que o ponto X está a 11,1 em do centro do círculo. Prove que, se X for refletido 
consecutivamente em tod inco retas, então o ponto resultante não pode estar no interior 
do círculo. 


Problema 59. Um astrônomo observou 50 estrelas tais que a soma de todas as distâncias 
entre duas delas é S. Uma nuvem escondeu 25 das estrelas. Prove que a soma das distâncias 
entre duas das estrelas visíveis é menor do que $/2. 


Problema 60. Um quadrado 1 x 1 é dividido em diversos retângulos. Para cada um deles 
lamos o quociente entre o lado menor e o maior. Prove que as somas des 
não pode ser maior do que 1. 


s quocientes 


17. INTEIROS 20 


Problema 61. Os vértices do triângulo ABC estão colocados nos nós de uma folha de papel 
de gráfico (cujos quadradinhos têm lados de comprimento um). Sabe-se que JAB] > JAC]. Prove 
que |AB| — |AC| > 1/p, onde p é o perímetro do triângulo ABC. 


Conjunto 2. Geometria combinatória 


Aqui estão alguns problemas da chamada “geometria combinatória”. Este ramo da geo- 
metria estuda diversas propriedades combinatórias de arranjos de figuras geométricas, como 
pontos, retas, polígonos, etc., no plano (e no espaço). Em geral, a convexidade também está 
incluída neste tema, 


Problema 62. São escolhidos 200 pontos no segmento AB de tal modo que o conjunto 
é simétrico em relação ao ponto médio do segmento. Cem desses pontos estão coloridos de 
as de A até os pontos vermelhos é 


vermelho, os outros de azul. Prove que a soma das distânci 


igual à soma das distâncias de B até os pontos azul 


Problema 63. São dados cinco pontos no plano tais que três deles nunca pertencem a uma 
mesma reta, Prove que algum subconjunto de quatro desses pontos coincidem com os vértices 
de um quadrilátero convexo. 


Problema 64. Um quadrado 2 x 2 é dividido em diversos retângulos. Prove que podemos 
colorir alguns deles de preto de modo que a projeção das figuras coloridas em um dos lados do 
quadrado tem comprimento menor ou igual a 1, enquanto que a projeção em outro lado tem 


comprimento maior ou igual a 1. 


Problema 65. Seis moedas de dez centavos estão em cima de uma mesa, formando uma 
cadeia fechada. Uma sétima moeda de dez centavos rola ao longo do lado externo da cadeia 


sem “escorregar”, tocando todas as seis moedas em seu caminho. Quantas rotações completas 


em torno de seu centro ela irá fazer antes de voltar à sua posição inicial? 


Problema 66. E dado um caminho poligonal fechado formado por 8 segmentos no es 
cujos vértices coincidem com os vértices de um cubo. Prove que um dos segmentos coin 
com uma das arestas do cubo, 


Problema 67? São dados diversos segmentos contidos em uma reta e sabe-se que quaisquer 


dois entre eles se intersectam, Prove que algum ponto na reta pertence a todos os segmentos, 


Problema 68. Diversos segmentos cobrem o intervalo [0,1] = [x : 0 < x < 1). Prove que você 
pode escolher alguns deles de modo que sejam todos disjuntos e a soma de seus comprimentos 
seja pelo menos 1/2. 


Problema 69* São dados diversos segmentos contidos no intervalo [0; 1] e cobrindo-o. Prove 
que suas metades à esquerda cobrem pelo menos metade do intervalo [0;1]. 


$6. Inteiros 


Problema 70. Encontre todos os números naturais iguais à soma dos fatoriais de seus 
algarismos. 


Problema 71. O número abc é primo. Prove que b? — 4ac não pode ser um quadrado 
eito. 
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Problema 72. A quarta potência de um número natural é escrito com os algarismos 0, 1, 
4, 6, 7, 9 em alguma ordem. Encontre este número. 


Problema 73. Qual é o menor número natural da forma 111...11 que é divisível por 
333...33 (cem algarismos iguais a 3)? 

Problema 74. Prove que, entre 39 números naturais consecutivos quaisquer, pode-se en- 
contrar um número tal que a soma de seus algarismos é divisível por 11. 

Problema 75. Existem dois números diferentes de sete al 
algarismos 1, 2, ..., 7 sem repetições, tais que um deles é divisível pelo outro? 


irismos, cada um escrito com os 


Problema 76. A diferença dos números abcdef e fdebca é divisível por 271. Prove que 


b=dec=e. 


Problema 77. Existe um número de dois algarismos cujo quadrado termina com os mesmos 
dois algarismos, mas em ordem inversa? 


Problema 78. São dados inteiros a, b ¢ c e sabe-se que ax? + bx + c é divisível por 5 
qualquer que seja o inteiro x. Prove que a, b e c também são divisíveis por 5. 


Problema 79. Encontre todos os números 
não tem mais de 19 algar 


urais n tais que o número n” + 1 é primo e 


Problema 80! O número natural y foi obtido do número x rearrumando-se seus algarismos. 
Sabe-se que x + y = 10209, Prove que x é divisível por 50. 


Problema 81º Prove que o número a000.,.00b não pode ser um quadrado perfeito. 


87. Problemas de otimização 


1. O princípio do extremo 


A ideia principal das soluções dos problemas deste conjunto é uma consideração de um 
objeto “extremo” (em algum sentido): o maior número, um par de pontos com a maior distância 
entre eles, o menor ângulo, ci 


es 
Problema 82. a) São colocados números nos vértices de um polígono com 100 lados de tal 
maneira que cada um deles é igual à média aritmética de seus vizinhos. Prove que todos os 
números são iguais. 

b) Prove o mesmo fato se os números forem colocados nos quadrados de um tabuleiro de 
xadrez e cada um deles não for maior do que a média aritmética de seus vizinhos. 


A solução do Problema 82a) é bem simples. Vamos considerar o menor número. é claro 
que seus vizinhos têm que coincidir com ele — caso contrário, sua média aritmética serin maior 
do que o menor número. Portanto, os vizinhos de seus vizinhos também têm que ser iguais e 
assim por diante. Isto mostra que todos os números são iguais. 


Problema 83. São dados dez pontos no plano. Prove que é possível encontrar 5 segmentos 
disjuntos (isto é, sem pontos interiores em comum) cujas extremidades coincidem com os pontos 
dados. 


Problema 84. É possível desenhar diversos segmentos no plano de modo que todas as 
extremidades de cada um deles pertence a outro dos segmentos desenhados? 


17. PROBLEMAS DE OTIMIZAÇÃO 209 


ão em cima de uma mesa em uma casa de câmbio de 
modo que nenhuma delas está encostada em outra. Um ladrão sem braços quer empurrar uma 


Problema 85. Diversas moedas es 


delas, usando seu nariz, até o final da mesa, onde ele pode pegá-la. A moeda que está sendo 
movida não pode tocar em nenhuma outra (senão o encarregado pode ouvir o barulho). Isto é 
sempre possível? 


Problema 86. a) Diversas moedas idênticas 


stão em cima de uma mesa, Prove que uma 
das moedas não pode encostar em mais de outras três. 

b) Diversas moedas de tamanhos diferentes estão 
das moedas não pode encostar em mais de outras cinco. 


1 cima de uma mesa. Prove que uma 


Problema 87, 
eles 


aeroportos em um país e sabe-se que a entre 


āo todas di 


»rentes. Um avião sai de cada aeroporto e voa para o aeroporto mais perto. 
Prove que, depois que todos eles pousarem, não haverá mais de cinco de: 
aeroporto. 


aviões em cada 


Problema 88. Existem 1991 asteróides no espaço e em cada um deles mora um astrônomo. 
Todas as distâncias entre os asteróides são diferentes. Cada astrônomo está observando o 


ste um asteróide que não está sendo ol 


asteróide mais próximo. Prove que ex rvado. 


Conjunto 2. Semi-invariantes 


A ideia de um “semi-invariante” é uma extensão bastante natural da ideia de um invariante. 
Chamaremos uma quantidade de “semi-invariante” se ela variar monotonicamente durante algum 
processo de transformação. Um semi-invariante típico é a idade de uma pe: 


oa que, infelizmente, 
só pode crescer com o passar do tempo. 


Problema 89. Um determinado reino tem diversas cidades. Um cidadão irritante foi banido 
da cidade A para a cidade B, que é a cidade mais longe de A no reino. Depois de um tempo, 
ele é banido novamente da cidade B para a cidade no reino mais longe dela, que acontece que 
é diferente de A. Prove que, se ele continuar a ser banido desta forma, nunca voltará para a 
cidade A. 


Problema 90. Cem moedas estão enfileiradas, arrumadas cara, coroa, cara, coroa, .... Uma 
jogada consiste em virar diversas moedas sucessivas. Qual é o número mínimo necessário de 
jogadas para chegar a uma situação onde todas as moedas mostram cara? 


Problema 91. Um vírus foi colocado em uma colônia com 1984 bactérias à meia noite. 
A cada segundo, cada vírus destrói uma bactéria e depois disso todas as bactérias e vírus 
se dividem em dois. Prove que finalmente todas as bactérias serão destruídas e determine o 
instante exato deste evento. 


Problema 92. Em cada célula de uma tabela retangular está escrito um número real. é 
permitido mudar o sinal de todos os números em qualquer linha ou coluna. Prove que, usando 
essas operações, é possível fazer com que a soma dos números na tabela seja maior ou igual a 


zero. 


Problema 93! Em um determinado grafo com n vértices, o grau de cada vértice é menor 
ou igual a cinco. Prove que os vértices podem ser coloridos com três cores de tal modo que não 
mais do que n/2 arestas fiquem com extremidades da mesma cor. 
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Problema 94º Números reais estão escritos ao longo de uma circunferência. Se existirem 
quatro números sucessivos a, b, c e d satisfazendo a desigualdade (a — d)(b — c) > 0, então 
é permitido transpor os números b e c. Prove que é impossível efetuar uma infinidade dessas 
permutações. 


$8. Continuidade discreta 


Juntamos aqui problemas cujas soluções estão baseadas principalmente em uma idea muito 
simples, que pode ser ilustrada pelo seguinte exemplo. Um mosca está pulando ao longo dos 
inteiros enfileirados. Sabe-se que, em cada pulo, a mosca só pode pular para um número vizinho. 
Se a mosca estava originalmente em cima de um número negativo e termina em um número 
positivo, então, em algum momento, ela estava em zero. 


Problema 95. São escolhidos 100 pontos no plano. Prove que existe uma reta tal que 
exatamente cinquenta dos pontos estão de um mesmo lado dela, 


Vamos discutir a solução do Problema 95. Primeiro, vamos desenhar todas as retas contendo 
pares de pontos em nosso conjunto com 100 elementos. Segundo, vamos encontrar uma reta que 
não é paralela a nenhuma dessas retas e tal que todos os pontos estão de um mesmo lado 
dela. Agora movemos esta reta na direção dos pontos, mantendo-a sempre paralela à sua 
posição inicial e observamos como varia o número de pontos que vai ficando atrás da reta, é 
óbvio que não podemos passar por dois pontos simultaneamente. Então temos o mesmo tipo 
de “continuidade discreta” como no exemplo da mosca. Como começamos com zero pontos 
escolhidos de um dos lados da reta e ao final teremos todos os 100 pontos daquele lado da reta, 
então é claro que em algum momento o número de pontos atrás da reta vai ser igual a 50 e 
temos o resultado desejado. 


Problema 96. Cem bolas pretas e cem bolas vermelhas estão enfileiradas de modo que a 
bola à esquerda de todas e a bola à direita de todas são pretas, Prove que é possível escolher 
diversas bolas sucessivas (mas não todas elas!) do lado esquerdo de modo que o número de 
bolas vermelhas e o número de bolas pretas entre elas são iguais. 


Problema 97. O jogo de futebol entre o América e o Olaria terminou com um placar de 8 
a 5. Prove que teve um momento durante o jogo quando o Olaria ia marcar o mesmo número 
de gols que o América tinha naquele instante. 


Problema 98. Prove que você pode rearrumar os algarismos de qualquer número com seis 
algarismos de tal modo que a diferença entre a soma dos três primeiros e a soma dos três últimos 
fique entre 0 e 9. 


Problema 99. Os números +1 e —1 estão colocados nas células de uma tabela 8 x 8 de tal 
modo que a soma de todos os números é igual a zero. Prove que a tabela pode ser dividida em 
duas partes de modo que a soma dos números em cada parte seja zero. 


Problema 100. As faces de oito cubos unitários estão coloridas preto e branco de modo 
que o número de faces brancas é igual ao de faces pretas. Prove que é possível formar um cubo 
2x2x2 com os cubos unitários de tal modo que sua superfície tenha tantas faces pretas quanto 
brancas. 


Problema 101. Os números +1 e —1 estão colocados em algumas células de uma tabela 
50 x 50 e sabe-se que o valor absoluto da soma de todos eles não é maior do que 100. Prove 
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que é possível encontrar um conjunto de células 25 x 25 tal que o valor absoluto da soma dos 
números nelas não é maior do que 25. 


Problema 102” A sequência (an) é tal que ay = 1 € an+1 — An é sempre igual a O ou 1. 


Sabe-se, também, que an = n/1000 para algum número natural n. Prove que am = m/500 
para algum número natural m. 


§9. Questões de potências 


Esta seção é devotada às chamadas “questões de potências”, Cada um desses problemas 
é, simplesmente, uma cadeia de diversos fatos mais simples (lemas) que acabam formando a 
demonstração de um problema bem difícil. Vamos primeiro enunciar o resultado desejado, 
depois os lemas que voci 


úteis 


precisa provar para resolver o problema. Tais problemas são muito 
como trabalho para casa e alguns deles podem ser discutidos em uma sessão especial. 


Problema 103. Triângulos equiláteros em papel de gráfico. Prove que não existe 
triângulo equilátero com seus vértices nos pontos do reticulado de um papel de gráfico. 

a) Prove que, qualquer que seja o triângulo com vértices nos pontos do reticulado do papel 
de gráfico, o dobro da sua área é um inteiro. 

b) Encontre a altura de um triângulo equilátero de lado a e calcule sua área. 

c) Prove que o quadrado do comprimento de qualquer segmento com extremidades em dois 
pontos do reticulado é inteiro. 

d) Prove qu 
culado, então v3 pode ser representado como razão entre dois números naturais. 


è, se existir um triângulo equilátero com seus vértices em três 


pontos do reti- 


e) Prove que, se o quadrado de uma fração, cujo numerador e denominador são relativamente 
primos, for um inteiro, então o denominador será 1. 
f) Agora prove o enunciado do problema. 


Problema 104. Fórmula de Pick. Prove que a área de um polígono com vértices nos 
pontos do reticulado de um papel de gráfico é igual a a +b/2— 1, onde a é o número de pontos 
do reticulado dentro do polígono e b é o número de pontos do reticulado em sua fronteira. 

a) Prove a fórmula de Pick para um retângulo com lados nas linhas do papel de gráfico. 

b) Prove a fórmula de Pick para um triângulo retângulo com seus catetos nas linhas do 
papel de gráfico. 

c) Prove a fórmula de Pi 
satisfazendo a fórmula de Pick. 

d) Suponha que temos um polígono para o qual a fórmula de Pick é válida e este polígono é 
dividido em dois polígonos menores. Prove que, se a fórmula de Pick for válida para um desses 


para um polígono que pode se dividido em dois polígonos 


polígonos menores, então ela é válida para o outro. 

e) Prove que a fórmula de Pick é válida para qualquer triângulo com seus vé 
pontos do reticulado do papel de gráfico. 

f)* Prove que qualquer polígono pode ser dividido em triângulos por um conjunto de 
diagonais disjuntas (veja o Problema 31 no Capítulo “Indução”). 

g) Prove a fórmula de Pick no caso geral. 


rtices nos 


Problema 105. Teorema Bolyai-Gervin. São dados dois polígonos com áreas ig 
Prove que o primeiro polígono pode ser dividido em diversas partes que podem ser rearrumadas 
para formar o segundo polígono. Duas figuras que podem ser transformadas assim uma na 
outra são ditas “equiformes”. 


212 17. PROBLEMAS PARA O SEGUNDO ANO 


a) Prove que dois paralelogramos com uma base comum e alturas iguais são equiformes. 

b) Prove que, se os polígonos P1 e Pz são equiformes e se os polígonos P e P3 são equiforme 
então P; e P3 também são equiformes. 

e) Prove que dois paralelogramos com áreas iguais são equiformes. 


d) Prove que todo triângulo é equiforme a algum paralelogramo. 
e) Prove que todo triângulo é equiforme a um retângulo com um lado de comprimento 1. 
f) Prove o teorema de Bolyai-Gervin. 


Problema 106. Divisibilidade dos números de Fibonacci. Prove que, se Fn (o n-ésimo 
número de Fibonacci) for primo, então n = 4 ou n é primo, 
a) Prove (por indução em n) que, quaisquer que sejam os números naturais men, 


Fmen = Emi Fn + mn. 


b) Prove que Fum é divisível por Fm (use indução em k). 

c) Prove que, se n for divisível por m > 2, então Fn é um número composto. 

d) Prove que todo múmero composto diferente de 4 tem um divisor próprio maior do que 2 
e complete a solução do problema. 


Problema 107. Teorema de Helly. Diversos conjuntos convexos estão no plano de tal 
forma que quaisquer três deles têm um ponto em comum. Prove que todos esses conjuntos têm 
um ponto em common. 

a) São dados quatro pontos marcados com os conjuntos de números (1, 2,3), (1,2,4), {2, 3,4} 
e (1,3,4) no plano. é permitido ligar dois pontos quaisquer marcados com algum conjunto de 
números por um segmento e marcar todos os pontos do segmento com os números que estão 
nas duas extremidades do segmento. Prove que, usando essas operações, pode-se encontrar um 
ponto marcado com todos os quatro números 1, 2, 3 e 4. 

b) Prove que a interseção de conjuntos convexos é c 

e) Prove o teorema de Helly para quatro conjuntos convexos Ay, Az, A3 e As; lembre-s 
de supor que quaisquer três entre eles têm um ponto em common. 

d) Prove o caso geral do teorema de Helly por indução no número de conjuntos convexos. 


Nvexo, 


$10. Miscelânea 


Problema 108. As células de uma tabela 9 x 9 estão coloridas com duas cores. Pode-se 
escolher qualquer retângulo 3 x 1 e colorir todas as suas células da mesma cor em que estava a 


maioria das células deste retângulo antes. Prove que, usando essas operações, pode-se chegar a 
uma situação onde todas as células são da mesma cor. 


Problema 109. É possível que a entre quatro números em algum conjunto 


sejam iguais a 2, 2, 3, 4, 5 e 6? 


s diferençi 


Problema 110. Uma pequena cidade tem 1970 habitantes. Cada dia algum deles troca uma 
moeda de dez centavos por duas moedas de cinco centavos com outro habitante. é possível que 
durante uma semana cada um dos habitantes da cidade tenha trocado exatamente 10 moedas 
dessa forma? 


Problema 111. Pedro, Paulo e Maria estavam resolvendo problemas de um livro de pro- 
60 problemas, mas os três só resolveram 100 problemas 


blemas. Cada um resolveu exatamente 
ao todo. Vamos dizer que um problema é “fácil” se foi resolvido por todos os tr 


s e “difícil” se 
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só foi resolvido por um deles. Prove que o número de problemas difíceis excede o número de 
problemas fáceis por 20. 


Problema 112. O quadrado do número x tem a seguinte representação decimal: 0,999...99... 
(cem algarismos iguais a 9 depois da vírgula). Prove que o número x também tem uma re) 
sentação decimal do mesmo tipo (mas, talvez, com outra quantidade de algarismos iguais a 
9). 

Problema 113. São colocadas 49 torres em um tabuleiro de xadrez 100 x 100 e é colocado 
um rei no canto inferior à esquerda no tabuleiro. O rei se move na direção do canto superior à 
direita e, depois de cada um de seus movimentos, uma das torres também se move. Prove que 
em algum momento o rei será atacado por uma das torres. 


Problema 114. No número 0, 1234567891011.... todos os números naturais estão escritos 
sucessivamente depois da vírgula. é uma fração periódica? 

Problema 115. Três jogadores estão jogando ping-pong e o que não está jogando em uma 
determinada partida joga com o vencedor na próxima partida. No final do dia, o primeiro 
jogador tinha jogado 10 partidas e o segundo, 21. Quantas partidas jogou o terceiro jogador? 


Problema 116. Os números x e y são tais que yx — VT = 10. Prove que x — 2y < 200. 


Problema 117. Em uma tabela 10 x 10 todas as células na metade esquerda da tabela estão 
coloridas de preto e as outras estão coloridas de branco, é permitido mudar a cor de todas as 
ível obter a coloração padrão de um tabuleiro 


células em uma linha ou em uma coluna. é pos 
sas operações 


de xadrez usando apenas 


Problema 118. Um brinquedo de criança tem diversos pedaços de trilhos de trem de dois 
tipos (veja a Figura 125) arrumados de modo a formar um caminho fechado com o sentido do 
movimento do trem coincidindo com o sentido das setas. Uma parte do tipo 1 quebrou e foi 
substituída por uma parte sobressalente do tipo 2. Prove que agora é impossível arrumar todas 
s partes formando um caminho fechado. 


tipo 1 tipo 2 


FIGURA 125 


Problema 119. Uma cidade tem a forma de um polígono convexo cujas diagonais são as 
ruas. Suas interseções e os vértices do polígono são os cruzamentos. Passam bondes em algumas 
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ruas e cada cruzamento tem pelo menos uma linha de bonde passando por ele. Prove que pode- 
egar a qualquer cruzamento a partir de qualquer outro sem mudar de bonde mais de duas 


vezes. 


Problema 120. Três cidadezinhas têm 100, 200 e 300 estudantes, respectivamente. Onde se 
deve construir uma escola para minimizar a distância total percorrida pelos estudantes todos 
os dias 


Problema 121. É pos 


sível dividir um polígono convexo com 17 lados em 14 triângulos? 


Problema 122. Três sapos estão sentados em três dos vértices de um quadrado. Eles estão 
brincando de pular carniça, pulando um sobre o outro. Quando o sapo A pula sobre o sapo B, 
ele atinge o solo em um ponto A“ tal que B é o ponto médio do segmento AA’, é possível que 
um dos sapos chegue ao quarto vértice do quadrado? 


Problema 123. Vinte e cinco elefantes estão enfileirados na arena de um circo e cada um 
deles pesa um número inteiro de quilogramas. Se você somar o peso de qualquer um deles 
(exceto o da extrema direita) com metade do peso de seu vizinho à direita, o resultado será 6 
toneladas. Encontre os pesos dos elefantes, 


Problema 12: 


+ Uma mesa de bilhar de dimensões 101 x 200 só tem caçapas para recolher 
as bolas nos quatro cantos, Uma bola rola para fora de um das caçapas em um canto da mesa 
ao longo de seu ângulo bissetor e continua rolando, refletindo nos lados da mesa. Alguma hora 
ela volta a cair em nm das caçapas' 


Problema 125. As diagonais dividem um polígono convexo de 13 lados em diversas regiões. 
Qual é o número máximo de lados de uma dessas regiões? 


Problema 126. Prove que, se o número natural n for maior do que 1, então o número 
1+1/2+1/3+1/4+...+1/n não poderá ser inteiro. 


Problema 127. Qual é o maior raio possível de um círculo desenhado em um tabuleiro de 
xadrez que não intersecta nenhum dos quadrados brancos (exceto nos cantos)? 


Problema 128. Um conector redondo fêmea tem 6 entradas distribuídas uniformemente 
ao longo de sua fronteira. Temos também um conector macho compatível com 6 pinos. As 
entradas no conector fêmea estão numeradas com os números de 1 a 6 em alguma ordem; o 
mesmo ocorre com os pinos no conector macho. Prove que o macho pode ser conectado à fêmea 
de tal forma que nenhum dos pinos estará na entrada com o mesmo número. Isto continua 
sendo verdade se tivermos 7 entradas e 7 pinos 


Problema 129. Dois números naturais m e n têm como divisores os números naturais a1, 


“+, Ap € by, ..., by, respectivamente, satisfazendo as identidades 


ay + 
1 


a 


Prove que m =n. 


Problema 130. Em determinado país, estão em circulaç eguintes moedas: 1 centavo, 
2 centavos, 5 centavos, 10 centavos, « 50 centavos e 1 dólar. Sabe-se que você pode 
pagar A centavos com B moedas. Prove que você pode pagar B dólares com A moedas. 


17. MISCELÂNEA a 


Problema 131. E possível colocar cem números naturais em torno de um círculo de modo 
que o produto de dois números vizinhos quaisquer seja um quadrado perfeito! 


Problema 132. Estão sentados em torno de uma mesa redonda n físicos e n químicos . 
Alguns deles sempre mentem e outros sempre falam a verdade. Além disso, o número de físicos 
mentirosos é igual ao número de químicos mentirosos. Cada uma dessas pessoas diz: “Meu 
vizinho à direita é um químico.” Prove que n é par. 


Problema 133. Os números naturais a e b são tais que a2+ab-+1 é divisível por b2+ba-+1. 
Prove que a =b. 


Problema 134. © dado a cada um de dois gênios matemáticos um número natural secreto 
e ambos sabem que esses números diferem por 1. Eles se alternam perguntando um ao outro: 
“Você já sabe qual é o meu número?” Prove que vai chegar uma hora em que um deles vai 
responder esta pergunta afirmativamente. 

Problema 135. Cı 


é 1, Chamaremo: 
número de cadeias 


n inteiros estão es 


itos em torno de um círculo e sabe-se que sua soma 


ivos. Encontre o 


de “cadeia” a um subconjunto de diversos números suces 


jos elementos têm soma positiva. 


Problema 136. Em um torncio de xadrez, cada um dos competidores ganhou exatamente 
metade dos seus pontos jogando contra os competidores que estão nos três últimos lugares no 
torneio, Quantos estão competindo neste torneio? 


Problema 137. Os números a, be c 
1/(c +a) =7/10. Encontre o valor da expre: 


ào tais que a +b +c =7 e 1/(a + b)+ 1/(b +c) + 
são a/(b +c) +b/(a +c) +c/(a +b). 


Problema 138! C 
Um apartamento é dito “superlotado” se mais de 15 pessoas vivem nele. 


into e dezenove pessoas vivem em um prédio com 120 apartamentos. 


odos os dias todas 
as pessoas que vivem em algum apartamento superlotado brigam e todos eles se mudam para 
apartamentos diferentes no mesmo prédio. É verdade que finalmente nenhum dos apartamentos 
estará superlotado? 


Problema 139? Diversos carros estão em um circuito circular ¢ eles têm gasolina suficiente 
em todos os tanques juntos para que um carro dê a volta completa no circuito. Prove que pelo 
menos um dos carros pode dar a volta completa no circuito tirando gasolina de outros carros 


durante seu percurso. 


Problema 140” A sequência numérica 1, 9, 8, 2, satisfaz a seguinte regra: cada ele- 
mento da sequência, começando com o quinto, é igual ao último algarismo da soma dos quatro 
elementos anteriores. Esta sequência terá alguma hora quatro elementos suce a3, 


0, 4, 4? 


ivos igu; 


Problema 141º Uma pilha tem 25 pedras. A pilha é dividida em duas partes, depois uma 
das partes é dividida em duas novamente, ete., até termos 25 pedras separadas. Depois de 
ada divisão de uma das pilhas em duas menores, escrevemos o produto dos números de pedras 
nestas duas pilhas em um quadro. Prove que, no final, a soma de todos os números no quadro 
será igual a 300. 


Problema 142º Em uma pequena cidade, para cada menino, cada menina que o conhece 
também conhece todas as outras meninas que o conhecem. Além disso, cada menina conhece 
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mais meninos do que meninas. Prove que o número de meninos na cidade é maior ou igual ao 
número de meninas. 


Problema 143* Uma lesma se arrastou ao longo de uma reta durante 6 minutos enquanto 
diversas pessoas olhavam seu progresso. Cada uma dessas pessoas olhou a lesma durante 1 
minuto e durante este minuto a lesma andou exatamente 2 em. Sabe-se também que a lesma 
estava sendo observada por pelo menos uma pessoa em todos os instantes. Qual é a maior 
distância possível que a lesma pode ter percorrido durante esses 6 minutos? 


APÊNDICE A 
Competições Matemáticas 


81. Introdução 


A Esfing 


para todos os viajantes que por ali passam: os que conseguirem dar a resposta 


stá de tocaia no topo da rocha e propõe uma adivinhação 


correta podem passar em segurança, mas os que falharem serão mortos. Até 


agora ninguém conseguiu resolvê-la e todos foram mortos. 


Édipo não se intimidou com esta história alarmante, mas avançou co- 


rajosamente para enfrentar a prova. A Esfinge perguntou: “Qual é o animal que 
de manhã anda com quatro patas, no meio do dia anda com duas e à tardinha 
anda com três?” 


Original em inglês do livro “Mythology” de Thomas Bulfinch, compêndio 
moderno feito por Edmund Fuller. Dell Publishing, Nova York, 1959. 


A adivinhação da Esfinge foi, provavelmente, o primeiro problema de olimpíada, no verda- 
deiro sentido dessas palavras, Como todos sabem, o resultado desta competição foi muito bom 
para Edipo. 

Competições matemáticas contemporâneas não envolvem sacrifício humano e muitos es- 
tudantes gostam de participar em diversas delas. Este tipo especial de competição combina 
matemática, esportes e um teste de resistência psicológica. Alguns competidores se envolvem 
tanto que acabam se tornando “profissionais” de olimpíadas (o que nem sempre é bom para sua 
educação matemática). Apesar disto, esperamos que o leitor considere as competições discutidas 
neste capítulo interessantes, úteis e instrutivas. 


Para os professores. 1. Lembre-se de que os alunos, especialmente os mais novos, gostam 
de transformar qualquer assunto sério em um jogo ou algo divertido. No início, isto é perfei- 
tamente aceitável e você pode usar brincadeiras para eles se familiarizarem com novas áreas 
da matemática. No entanto, você pode querer um tom um pouco mais sério para a atividade 
principal de seu seminário. 

2. Problemas para competições matemáticas podem ser encontrados em qualquer capítulo 
deste livro e em muitos outros. Use a lista de referências (tente [44], por exemplo). 


82. Batalha matemática 


Esta é uma das competições matemáticas mais populares em Leningrado (e na Rússia). Ela 
foi inventada em meados da década de 1960 por Tosif Verebeichik, na época um professor de 
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matemática em uma das escolas de Leningrado. Esta é uma competição para equipes, notável 
pelo fato de unir matemática, esportes, espírito de equipe e representação teatral, 
Explicaremos rapidamente as regras básicas. Duas equipes recebem uma lista de problemas 


preparada pelo júri (os problemas são os mesmos para ambas as equipes). As equipes têm um 
determinado espaço de tempo (que pode variar de 30 minutos a uma semana) para resolver 
esses problemas. Quando acaba o tempo estipulado, os membros das equipes e o júri se reunem 
em algum auditório (com um quadro negro grande e muito giz) e começa a batalha. 

Primeiro, através de uma “competição entre os capitães”, o júri determina a equipe que 


vai começar. Os capitães das duas equipes têm que responder uma pergunta simples na hora, 


escrevendo no quadro negro e sem consultar as outras pes 
número 7999 é primo? Ou, sete anéis de bori 
esteja ligado por um elo a exatamente três outros anéis? 

Assim que um dos capitães dá uma resposta, acaba a competição entre os capitães. 
resposta estiver correta, a equipe cujo capitão respondeu vence, Caso contrário, a outra equipe 


oas de sua equipe. Por exemplo, o 


icha estão no espaço; é possível que cada um deles 


vence, 
A equipe vitoriosa decide qual das equipes — digamos, equipe Avai “fazer um desafio” e 
depois vem o “desafio” propriamente dito. Isto significa que a equipe A declara que quer ver a 
solução dada pela equipe B de algum dos problemas da lista. A equipe B pode aceitar o desafio 
enviando um de seus membros ao quadro para agir como um “contador de histórias” (ou seja, 
para explicar a solução). A equipe B também pode rejeitar o desafio. 
No primeiro caso, a equipe A manda um de seus membros para ser um adversário do 
ntador de histórias. Sua responsabilidade é verificar a solução, revelar seus pontos fracos on 
talvez até provar que está errada. 


No segundo caso, a equipe A tem que provar que desafiaram corretamente a equipe B. Isto 
significa que eles têm que escolher uma pessoa da equipe para ser um “contador de histórias”, 
que fornece uma solução correta para o problema. Como antes, a equipe B manda um adversário 
que tenta provar que a solução está errada ou, pelo menos, encontrar alguns erros pequenos ou 
pontos que não foram demonstrados, 

Em todos os casos exceto um, o próximo desafio tem que ser feito pela outra equipe. A 


exceção ocorre se, depois da verificação de que o desafio foi feito corretamente (veja o parágrafo 
precedente), o júri decide que a equipe A não forneceu uma solução correta para o problema (o 
júri sempre tem o direito de verificar a solução, fazer perguntas, ete.). Neste caso, a equipe A 
é multada e, além disso, precisa repetir o desafio (para outro problema, claro). 

Depois que termina a discussão de uma solução, o júri distribui os pontos (cada problema 
vale 12 pontos). O adversário pode receber pontos mesmo se a solução do contador de histórias 
estiver correta; por exemplo, se tiver algum erro pequeno descoberto pelo adversário e depois 
corrigido pelo contador de histórias. O júri também pode dar pontos para si mesmo. 

Se um erro importante for encontrado pelo adversário (ou pelo júri) e não for corrigido 
pelo contador de histórias dentro de um intervalo de tempo padrão (em geral, 1 minuto), a 
explicação termina e o júri pode decidir ouvir o outro lado. Quando esta discussão extra acaba, 
o júri distribui os pontos, 

Se uma das equipes ficar sem problemas já resolvidos e não estiver disposta a se arriscar 
desafiando a outra equipe para um problema que não foi resolvido, ela pode abdicar do direito 
de desafiar. Neste caso, a ontra equipe pode apresentar o resto das solnções que tiverem naquele 
momento. As explicações 


são dadas como de hábito, com adversários presentes. 
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Muitas outras regras e restriçõ 
30 anos de batalhas matemáti 


s menores foram adicionadas ao código básico ao longo dos 
as. Entre essas, temo 
1) uma multa de 6 pontos para um “desafio incor 
2) a restrição de que nenhum dos competidores pode ir para o quadro negro mais de x vezes 
(sem contar a competição entre os capitães), onde x é algum número natural anunciado quando 
é dada a lista de problemas; em geral, x = 2 ou 3; 
3) uma regra de que só o capitão ou o representante temporário (no caso em que o capitão 
está agindo como contador de histórias ou adversário, ou está ausente) pode falar com o jú 


A última e mais importante lei da batalha matemática é que, em qualquer situação que 
não esteja clara, o júri tem a palavra final “este é o sistema jurídico e legislativo da batalha 
matemát 


A organização de uma batalha requer determinadas habilidades e alguma experiência: por 
exemplo, é uma abertura bastante padrão (como o movimento p2-p4 no xadrez) desafiar a 
equipe adversária com o problema mais difícil resolvido pela sua equipe. Também recomen- 
damos que você organize algumas poucas batalhas matemáti 
dentro de seu círculo ou escola, 

Devemos mencionar aqui que a popularidade das batalhas matemáticas em Leningrado foi 
tão grande algumas vezes que escolas especializadas fizeram até campeonatos (só para alunos 
no último ano). Também é possível fazer batalhas matemáticas “triplas” (com a participação 
de três equipes), que são muito mais difíceis de organizar. 


“as simples 


como treinamento, 


Como ilustração, vamos dar um exemplo de uma batalha matemática. Fornecemos a seguir 
a lista de problemas e o registro de uma batalha que ocorreu, de fato, em 1986 entre dois círculos 
avançados de Leningrado para alunos do sétimo ano (de 12 a 13 anos) afiliados ao Palácio de 
Pioneiros de Leningrado e à Escola Matemática da Juventude. 


1. Um “crocodilo” é um peão que pode ser movido em uma folha infinita de papel de gráfico 
da seguinte maneira: estando em qualquer quadrado, ele primeiro é movido para um quadrado 
vizinho (horizontal ou verticalmente) e depois é movido n quadrados em qualquer direção 
perpendicular à direção do primeiro movimento. Por exemplo, se n = 2, o “crocodilo” é um 
cavalo no xadrez. Encontre todos os n tais que o “crocodilo” pode atingir qualquer quadrado a 
partir de qualquer outro. 


2. Os números p e 2P + p? são primos 


Encontre p. 


3. O cubo de um número natural pode terminar com 1985 algarismos iguais a 1? 
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4. Prove que é sempre possível escolher três diagonais, entre as diagonais de um pentágono 
convexo, que podem formar um triângulo. 


5. As células de uma tabela n x (n + 1) estão preenchidas com inteiros. Prove que pode-s 
retirar diversas colunas (mas não todas!) de modo que, depois desta operação, todas as somas 
dos números em cada linha serão pares. 


e 


sentar o número 15 como a soma de diversas parcelas 
tações que diferem na ordem das parcelas? 


6. De quantas maneiras podemos repr( 
de números naturais se distinguirmos repres 


seudocentro de simetria” do conjunto M (contendo mais de 
mover um ponto de M de tal modo que A torne-se o centro 
a pode ter um conjunto 


7. O ponto À é chamado um “ps 
um ponto no plano) se for possível r 
de simetria do conjunto resultante. Quantos pseudocentros de simetr 
finito? 


8. Trinta números foram colocados em uma circunferência de modo que cada um deles é 
igual à diferença entre os dois números que vêm depois dele no sentido horário. Sabendo que a 


soma de: números é 1, encontr: 


o: 


Competição dos capitães: o número 227 é primo? (vencido pela equipe PPL) 


O Júri EMI PPL 
[o Ivanov 5 Dogolyaisky 12 

18 0 [-5— desafio incorr. —6 

12 Demchenko +8 Gurevich O 

12 Vyskubov 4—| Pchelintsev O 

12 Ivanov 2— Roginskaya O 


12 Viro - +| Dogolyatsk; 0 
12 ovik l 3Jurevich 0 
18 —6 desafio incorr. |—7—> 0 


Observação 1. O símbolo —6— denota o desafio para o Problema 6. Uma seta terminando 
com uma barra vertical (como —3— |) denota a rejeição do desafio. 


Observação 2. O registro mostra que a equipe EMJ cometeu um erro tático sério. Qual foi 
este erro? 


83. Luta matemática 


Ao contrário da batalha matemática, esta é uma competição individual. Portanto, reco- 
sulo que seja bastante homogêneo em conhecimento matemático, 
solução: cada um deles vem com seu “preço” em 
dar uma solução, e pessoa vai até o quadro 


mendamos seu uso em um c 
Alguns problemas são submetidos par 
pontos vencedores. Assim que alguém qu 


negro e explica sua solução. Se estiver correta, o contador de histórias recebe o preço. Caso 
contrário, o preço do problema tem que ser ligeiramente aumentado—de quanto é este aumento 


determinado pelo professor—e a mesma quantidade é subtraída do saldo do contador de 
histórias. 
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Esta competição é arriscada, pois pode durar para sempre se alguns dos problemas forem 
difíceis demais. O professor tem que se precaver contra isto. 

Esta competição ensina aos estudantes 
suas soluções estão corretas. Se não fiz 
pontos negativo. 

Vamos concluir esta seção com um 


a arte de autocontrole: eles precisam verificar se 
rem isto, podem terminar a luta com um número de 


xemplo de uma luta matemática que, de fato, aconteceu: 


9. Um “imperador” no jogo de damas é uma peça que pode ser movida para frente e para trás 
qualquer número de quadrados ao longo de uma diagonal, capturando uma peça ao passar sobre 
ela (mas não pode passar sobre duas ou mais peças em quadrados diagonalmente adjacentes). 
Qual o maior número de “imperadores” que podem ser colocados em um tabuleiro de damas 
com dimensões 8 x 8 de modo que cada um deles pos er tomado diretamente por algum outro 
“imperador”? (5 pontos) 


T 


10. 
agudo ABC até outros lados. Prove que a área do hexágono resultante é metade da área do 
triângulo. (6 pontos) 


ão desenhadas perpendiculares a partir dos pontos médios dos lados de um triângulo 


11. Encontre 2 números x e y com três algarismos tais que a soma de todos os outros números 
com três algarismos seja igual a 600x. (6 pontos) 


12. Um esquadro com um ângulo reto pode ser usado para desenhar uma reta contendo dois 
pontos dados e para desenhar uma perpendicular a uma reta dada em um ponto dado. Use 
esta ferramenta para desenhar uma perpendicular de um ponto dado até uma reta dada. (10 
pontos) 


13. Uma cl 
1 < k < 10 e qualquer que seja o grupo de k meninos, o número de meninas que são amigas de 
pelo menos um dos meninos neste grupo não é menor do que k. Prove que é possível dividir 
a classe em 10 pares para uma dança de modo que todo par consiste em um menino e uma 
menina que são amigos, (20 pontos) 


sse de dança tem 10 meninas e 10 meninos. Sabe-se que, qualquer que 


Lista de registro: 
(9): 5—Peterson 
(10): 6 = 7—Thompson 
(11): 6 > 9—Johnson 
(12): 10 = 15 — 18—Smithson 
(13): 20 — 27—Peterson 


Resultado: 
Peterson (+24) 
Thompson (+7) 
Johnson (+9) 
Smithson (+12) 
Knickerbocker (—5) 


Exercício. Na lista acima, os números entre parênteses fornecem a ordem dos problemas. 
Os núme) »guintes registram como cada preço mudou durante a competição. Depois é dado 
o nome de quem resolveu o problema. Tente reconstruir a luta. 
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Observação. Os problemas da lista de problemas podem ser apresentados um de cada vez 
ou todos juntos. 


84. Maratona de matemática 


Esta é uma olimpíada oral (que também pode ser feita em forma escrita). Para organizá-la, 
o professor pode querer recrutar alguns assistentes e criar uma lista bem longa de problemas 
suficientemente simples. Antes de descrever os detalhes, gostaríamos de falar um pouco sobre o 
sistema de olimpíadas orais, que é extremamente popular em São Petersburgo, mas não é bem 
conhecido fora da antiga cortina de ferro. 

Todas as soluções precisam ser apresentadas oralmente para um dos jurados, mas não 
precisam ter sido escritas antes. O resultado da apresentação é registrado (+ para uma solução 
adequada e — para nenhuma solução). Cada competidor pode fazer três tentativas em cada 
problema. Portanto, a lista de registros pode conter algo como “dois menos ) o “um mais 
com dois menos” (t). Este último é considerado, geralmente, equivalente a +. 

Em geral, uma olimpíada oral é dividida em dois estágios: um estágio “preliminar” e um 
“final” (é assim que é feito, por exemplo, na Olimpíada de Matemática da Cidade de São 
Petersburgo, que é oral). No primeiro estágio, são dados a todos os competidores 4 problemas 
preliminares para resolver e só os que resolvem corretamente três deles (ou, algumas vezes, dois) 
são transferidos para ontro auditório, onde recebem a lista completa com 6 ou 7 problemas (eles 
já conhecem os quatro primeiros deles). 

A maratona de matemática é a versão final deste sistema de eliminação, O professor tem que 
ter uma lista de 10-20 problemas cuidadosamente preparados antecipadamente. Os primeiros 
5-10 deles têm que ser muito simples e bastante usuais. O nível de dificuldade deve aumentar 
gradativamente com o número do problema na lista. 

No início da maratona, todos os estudantes recebem os Problemas 1 e 2 da lista. Depois 
disso, eles começam a resolver e explicar suas soluções para o professor ou para os assistentes. Se 
um problema está resolvido corretamente, então um jurado coloca um sinal de mais no registro 
e o competidor recebe o próximo problema da lista. Por exemplo, se Maria tiver os Problemas 
3 e 7, então, depois de resolver um deles, cla vai obter o Problema 8. 

Assim, em qualquer instante da olimpíada, todos os participant 
problemas não resolvidos em mãos. 

A experiência tem mostrado que, durante a maratona, estudantes conseguem resolver mais 
problemas do que fariam em outra situação no mesmo espaço de tempo, provavelmente porque 
sua concentração é muito maior. A experiência também mostra que os estudantes acham que 
as maratonas são mais interessantes e atraentes do que outras olimpíadas mais conhecidas, 


têm exatamente dois 


Para os professores. Usando problemas deste livro, pode-se criar diversas maratonas muito 
simples e algumas difíceis. Recomendamos que você escolha diversos dos exercícios mais simples 
dos capítulos em que está interessado e misture-os em ordem arbitrária para elaborar a primeira 
metade de uma maratona. A segunda parte pode ser montada de maneira análoga, mas usando 
problemas ligeiramente mais difíceis. O nível de dificuldade tem que aumentar gradativamente 
à medida que os estudantes progridem na lista. 


Cuidado. O erro mais perigoso que se pode fazer ao preparar uma maratona é subestimar 
a complexidade dos primeiros problemas na lista. Se um dos primeiros 5-6 problemas não for 
resolvido pela maioria dos estudantes, a maratona não será bem suci 


lida. 
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85. Hóquei matemático 


Esta competi 
mais velhos. 


ìo matemática interessante é direcionada para estudantes de 10 a 12 anos, ou 
O jogo é para dois times, cada um com 5 jogadores: um “goleiro”, dois “zagueiros” 
e dois “atacantes”, 

O professor tem que ter uma lista bem longa de problemas extremamente simples, prefe- 
rencialmente de natureza numérica, de modo que cada um deles possa ser resolvido em cinco 
minutos 


No início do jogo, o disco (imaginário, é claro; embora você possa desenhar um campo de 
hóquei com zonas e disco em um quadro negro) fica no centro do campo. O disco é jogado isto 
significa que todos os jogadores em campo de ambos os times recebem o primeiro problema da 
lista. Se o time A encontrar a solução mais cedo, o disco será movido para a zona do time 
perdedor B, onde os atacantes do time A irão jogar contra os zagueiros do time B. Esta luta 
será sobre o próximo problema da lista. Dependendo do resultado deste combate, o disco será 


movido novamente, ou de volta para o centro ou para a zona do gol do time B. Neste último 
caso, o goleiro do time B jogará sozinho contra os atacantes do time A durante a próxima 
peleja, quando eles tentarão resolver o próximo problema da lista. Se os atacantes vencerem, 
eles ganham um ponto e o próximo problema da lista será “jogado” no centro do campo. 

Você pode pensar no campo como consistindo em cinco zonas como ilustrado na Figura 
126. Em cada instante do jogo, o disco está em uma dessas zonas. Dependendo do resultado 
de cada peleja, o disco é movido para a zona adjacente da esquerda ou da direita. 


FIGURA 126 


1. Para tornar este jogo mais dinâmico, remova a parte central do campo. N 
o, a jogada inicial pode ser feita jogando-se uma moeda. 


2, Se seu círculo tiver estudantes demais, você pode fazer três ou mais times. Eles podem 


jogar um torneio de eliminação. Todos os times que não estão jogando em determinado momento 
ficam como espectadores. 

3. Você deve escolher os 
tico dos dois times sejam aproxir 


times com bastante cuidado. Tente fazer com que o nível matemá- 
lamente iguais em média (isto também vale para qualquer 
ontra competição matemática envolvendo equipes). 


86. Leilão matemático 


Esta competição é bem semelhante a jogos de azar, embora não seja, é claro. Nossa experi- 
ência mostra que os estudantes participam em tais competições com muito entusiasmo. Também 
é importante o fato de que um leilão matemático pode ser estruturado como uma competição 


individual ou em formato de equipes. 
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As regras são as seguintes. O professor dá para os estudantes um problema de um tipo 
especial (que chamaremos de um “problema de pesquisa”), cuja solução completa pode se: 
desconhecida até pelo professor (embora À recomendado). Mais especificamente, um 
problema de pesquisa precisa permitir respostas intermediárias, o que torna possível um acesso 
gradual para chegar até o resultado final. Para tornar a competição mais interessante, tem que 
haver pelo menos 5 ou 6 desses problemas. 


14. Qual o número máximo de bispos de xadrez que podem ser colocados em um tabuleiro 
8x8 (outras versões: cavalos, torres; tabuleiro 10 x 10, etc.) de modo que dois deles não possam 
se atacar mutuamente? 


15. Qual o número máximo de figuras como as ilu 
colocadas, sem sobreposição, em um tabuleiro 10 x 10? 


stradas na Figura 127 que podem ser 


Figura 127 


16. Encontre o número máximo pos: 
mérico: BACK + BOA = SCAM. 


beça alfanu- 


ível de soluções para o seguinte quebr: 


17. Usando os algarismos 1. 9, 8 e 4 na ordem dada e quatro operações aritméticas 
tantos números naturais consecutivos quanto for possível começando com 1, Exemplo; 5 = 


(1+9)/(8/4). 


18. Escreva o número 1991 usando apenas algarismos iguais a 4. Tente usar o menor número 
de algarismos possível. Você pode usar tantas operações aritméticas quanto forem necessárias. 


escreva 


19. Desenhe 7 retas no plano (outras versões: 8, 9 ou 10 retas) de tal modo que, entre as 
partes nas quais elas dividem o plano, o número de triângulos é máximo. 


20.  Arranje o número máximo possível de “marajás” em um tabuleiro 10 x 10 de modo que 


cada quadrado do tabuleiro esteja sob o ataque de pelo menos um deles (um marajá é uma 


“superpeça” de xadrez que pode se mover como uma rainha e também como um cavalo). 


Observação importante. Os enunciados precisos dos problemas acima podem ser alterados 
para se obter outros problemas, basta mudar números particulares, figuras e assim por diante. 
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Depois que um problema é submetido aos estudantes, eles têm um certo tempo para resolvê- 


lo (o evento é administrado melhor se forem dados mais de um problema ao mesmo tempo). 
Então cada equipe recebe um mesmo número de unidades de uma “moeda” fictícia, como dinaros. 


Por exemplo, o capital inicial de cada equipe pode ser 1000 dinaros. 

Finalmente, começa o leilão propriamente dito. Cada problema é oferecido pelo leiloeiro 
(que, em geral, é o professor). O leiloeiro anuncia o início do leilão e o valor do primeiro 
problema. 

Suponha que o Problema 17 (acima) é oferecido no leilão a um valor de 180 dinaro: 
a equipe que resolver este problema vai receber 180 dinaros pela solução. Mas, como vc 
o pagamento pode não ser tão direto assim. 


Então 
remos, 


Exemplo. A equipe A paga 132 dinaros pelo direito de dar sua sc 
No 


ação para o problema. Eles demonstram como 


escrever todos os números naturais de | até 62 da maneira exigida tanto, durante esta d 


monstração, descobre-se 


que a representação dada do número 51 está errada, Portanto, eles só recebem crédito por expressar os números de 1 


* * * 


Então o problema é oferecido novamente no leilão, mi 
que fornecer resultados melhores do que a equipe anterior. 


s dessa vez a equipe que comprar terá 


25 


Exemplo (cont.). Suponha que a equipe B paga agora 25 dinaros pelo direito d 


nelhorar os resultados da equipe 


A. Eles demonstram como expressar da mancira exigida os números de 51 até 68 (é claro que eles não precisam repetir 


as representações dos n 


meros de 1 até 50). 


O problema é oferecido no leilão várias vezes, até que nenhuma equipe queira comprá-lo. 
Quando isto acontece, a equipe que conseguiu o melhor resultado recebe o valor do problema. 
Quando o vencedor pode dar uma solução completa (isto é, mostrando que seu resultado não 
pode ser melhorado), torna-se um pretendente aceitável para receber um prêmio especial em 
dinheiro (por exemplo, 50 dinaros a mais). 


Exemplo (cont.). 
equipe B. Mas a repre 
Problema 17 no leilã 


equipe C paga 6 dinaros pelo direito de dar uma solução melhor do que a da 
ntada do número 69 está errada. Os 6 dinaros foram desperdiçados e a oferta do 


termini 


Resultados de parte do leilño: 
A equipe A perdeu 132 dinaros. 
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A equipe B ganhou 155 dinaros (180 — 25 = 155). 


A equipe C perdeu 6 dinaros. 


Então o próximo problema é oferecido em leilão e assim por diante. 
Eis aqui mais cinco problemas de pesqu 


1 que podem ser usados em leilões. 


21. Faça o número mínimo possível de marcas em uma tábua de madeira de modo que 
todo número inteiro de centímetros de 1 até 15 (outras versões: de 1 a 20, 30, etc.) possa ser 
medido usando-se esta tábua; ou seja, de modo que cada um desses comprimentos possa ser 
representado como a distância entre algum par de mar: 


as, 


22. Qualéo número mínimo possível de cortes retos nece: 
em 125 cubos unitários se as peças puderem ser rearranjadas arbitrariamente entre os 


rio para dividir um cubo 5x5x5 
rtes? 


23. Temos 10 tijolos, cada um com 25 em de comprimento, Pode-se arrumá-los em uma 
pilha estável sem que os ância 
horizontal máxima pos 


tijolos estejam exatamente um em cima do outro. Qual a dis 
as dos tijolos mais à direita no topo e na base da pilha? 


sível entre as ares 


24. Divida um quadrado no menor número possível de triângulos agudos. 


25. Encontre o maior número possível de soluções da equação x? + y? = z? no conjunto dos 
números naturais menores ou iguais a 50 (outras versões: menores ou iguais a 40 ou 100). 


APÊNDICE B 
Respostas, Dicas e Soluções 


0. CAPÍTULO ZERO 


1. Pensando a partir do final, vemos que, se o vidro está cheio depois de 60 segundos, ele 


tinha que estar pela metade um segundo antes. Resposta: depois d undos. 


2. Novamente, podemos pensar de trás para frente. Um dos turistas, digamos Alex, pode 
pagar 15 moedas para todos os três. Então cada um dos outros deve 5 moedas para Alex. Eles 
podem pagar facilmente, por exemplo, dando uma moeda de 20 para Alex e recebendo uma 
moeda de 15 de troco. 


3. A ideia básica aqui é que a paridade do número da última página rasgada é oposta à 
da primeira página. Isto não é difícil de ver se observarmos o que acontece quando Jack rasga 
1 página, depois 2 páginas, depois outro número pequeno de páginas. Dos números com três 
algarismos contendo os algarismos 1, 3 e 8, 318 é o único maior do que 183 com paridade oposta 
a 183. Temos 318 — 183 + 1 = 136, que é a resposta. 


4. O problema só nos permite dividir um conjunto de pregos dado em duas partes com o 
mesmo peso. Então, por exemplo, podemos fazer pilhas com 1 kg, 500 g e com 250 g dividindo 
diversas vezes o conjunto de pregos. Então três pilhas com 250 g irão fornecer 750 g de pregos. 


5. A maior parte das pessoas iria achar que, como a lagarta consegue subir no total 1 em por 
dia, levaria 75 dias. Entretanto, cinco dias antes, no septuagésimo dia, ela terá subido 70 em e 
o esforço do próximo dia fará com que ela suba os 5 em finais. Resposta: a lagarta estará no 
topo do mastro ao final do 71º dia (antes do início da 71º noite). 


6. Os dias 1,8, 15, 22 e 29 de qualquer mês caem no mesmo dia da semana, Como janeiro 
tem 31 dias, se o mês começar em um determinado dia da semana, então ele terá cinco desses 
dias e cinco dos próximos dois dias da semana. Logo janeiro não pode ter começado em um 
sábado, domingo ou segunda-feira (caso contrário, teria cinco segundas), nem em uma quarta, 
quinta ou sexta-feira (caso contrário, teria cinco sextas). Então o primeiro dia de janeiro caiu 
em uma terça-feira e não é difícil ver que o dia 20 de janeiro caiu no domingo. 


7. Podemos supor, sem perda de generalidade, que a diagonal dada vai do canto superior à 
esquerda para o canto inferior à direita. Vamos colorir de preto todos os quadrados cruzados 
pela diagonal. Vamos marcar o quadrado preto que esteja mais à esquerda em cada linha com a 
letra L. Analogamente, vamos marcar o quadrado preto que esteja mais acima em cada coluna 
com a letra C. Podemos provar que cada um dos quadrados pretos foi marcado pelo menos uma 


vez e que só o quadrado no canto superior à esquerda foi marcado mais de uma vez. Portanto, 


o número de quadrados pretos é igual à soma do número de quadrados marcados com L com o 
número de quadrados marcados com C menos 1. Ou seja, a resposta é 199 +991 — 1 = 1189. 
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Vamos tentar agora provar a afirmação que fizemos acima. Em primeiro lugar, por que cada 
um dos quadrados pretos foi marcado pelo menos uma vez? Se um dos quadrados pretos: 
digamos, A—não estiver marcado com nenhuma letra, então seus vizinhos à esquerda e em 
ima também terão que ser pretos: ou seja, eles também têm interseção com a diagonal, o que 
é impossível. Em segundo lugar, se um quadrado preto estiver marcado com ambas as letras 
L e C, então não poderão existir quadrados pretos na mesma linha à sua esquerda nem na 
mesma coluna acima dele. Isto significa que a diagonal intersecta o canto esquerdo superior 
deste quadrado, o que também é impossível, embora a justificativa seja mais complicada (é 
porque 199 e 991 são primos entre si, mas não achamos apropriado entrar neste tipo de detalhe 
téc; ao discutir problemas deste capítulo). 


8. Gos 


ríamos de ter o maior número possível de algarismo iguais a 5 à esquerda. Para isso, 


podemos retirar a sequência inicial 1234, deixando um 5, depois retirar a próxima sequência 


34. é claro que, se tivéssemos deixado algum algarismo diferente de 5 à esquerda, o no: 
número seria menor. Entretanto, não podemos obter outro 5, já que só podemos retirar mais 
dois algarismos. Então retiramos os dois próximos algarismos pequenos: 1 e 2. Não é difícil ver 
que o resultado, 553451234512345, é o maior possível. 


9. Precisamos ter o maior espaço de tempo possível entre o instante em que Pedro falou isto e 
seu próximo aniversário. Isto ocorre se ele falou isto no dia primeiro de janeiro e faz aniversário 
no dia 31 de dezembro. Neste caso ele fez 11 anos no dia anterior à sua afirmação e fará 13 
anos no final do ano seguinte. 


10. Não, ele não está certo. O fato de que o evento A (a chuva) sempre causa o evento B (o 
espirro da gata) não significa que o evento B causa o evento A, Este é um exemplo de um tipo 
de erro lógico muito comum, confundir uma proposição lógica com sua recíproca. 


cinco em um dos lados da folha e sete do 


1 


11. Estavam realmente desenhados 12 círenlc 


outro lado. Esta é a única explicação possível para o que aconteceu na cl 


Se. 
12. Sim, é possível, se a pessoa for uma mulher. 


13. A terceira tartaruga mentiu. 


14. Ele pensou o seguinte: “Se minha face estivesse limpa, então um dos meus colegas, vendo 
que o terceiro está rindo de alguma coisa, compreenderia que seu rosto também está preto de 
fuligem, Como ele ainda está rindo, minha face também está preta.” 


15. Certamente, a porcentagem de leite no chá é a mesma que a porcentagem de chá no leite, 
que a quantidade total de leite (ou de chá) em ambos os copos não mudou. 


16. Veja a Figura 128. Esta resposta é única a menos de rotações e reflexões, 


17. Só existe uma resposta: 51286 + 1582 = 52868. Dicas: L+L<10;S+S > 10; caso 
mtrário, os dígitos na casa das centenas e na das unidades no número BASES não poderiam 
»r iguais (B # E!). 


18. As moedas de um real podem ser distribuídas a: 


sim: 1 +244 +8 + 16+ 32+ 64. 


19. Veja a Figura 129. 
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FIGURA 128 


FIGURA 129 


20. Veja a Figura 130. 


“GURA 130 
21. Veja a Figura 131. 


22. Pegue três lápis e arrume-os como na Figura 132. Arrume outros três lápis de modo 
semelhante, mas agora com o da esquerda ultrapassando o da direita, o da direita ultrapassando 
o de baixo e o de baixo ultrapassando o da esquerda. Agora coloque esses três em cima dos 


outros trê 


23. Veja a Figura 133. 
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= 


FIGURA 131 


A 


FIGURA 


A 


FIGURA 133 


24. Remova as quatro moedas sombreadas na Figura 134. 


1. PARIDADE 


2 O movimento de um cavalo é tal que ele sempre sai de um quadrado de uma cor e chega 
em um quadrado de cor oposta. Logo, as cores dos quadrados ocupados pelo cavalo se alternam 
entre branco e preto. Para chegar a uma quadrado da mesma cor de onde ele começou (em 
particular, o mesmo quadrado), ele tem que fazer um número par de movimentos. 


4. Resposta: Não, não é possível. Suponha que exista tal reta. Ao percorrer o caminho, cada 
vez que intersectarmos esta reta passaremos do semiplano em um dos lados para o semiplano 
do outro lado (qualquer reta divide o plano em dois semiplanos). Como o caminho é fechado, 
começamos e terminamos do mesmo lado desta reta. Como os lados da reta se alternam, o 


polígono teria que ter um número par de vértic: 
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FIGURA 134 


5. Resposta: Não, não pode. Dizemos que uma determinada posição dos três discos está 
“correta” se o percurso do triângulo ABC de A para B para C (e de volta para A) está no 
sentido horário. Caso contrário, dizemos que a posiçã incorreta”. Não é difícil ver que a 
ções dos discos muda depois de cada movimento. Portanto, a posição original 
r recuperada. 


o está 


“correção” das pos 


não pode 


6. Resposta: Cinco. Se algum dos amigos ou a 
de seu mesmo s 


nigas de Kátia estivessem ao lado de criança: 
co, é claro que todas as crianças seriam do mesmo sexo. Isto significa que os 
meninos e meninas têm que se alter: 


ar, de modo que o número de meninas tem que ser igual 


ao de meninos. 


8. Resposta: Não. O tabuleiro tem 25 quadrados 
êm que cobrir um número par de qua 


Como cada dominó cobre dois quadrados, 


os dominós lrados. 


9. Seo eixo de simetria não contivesse um dos vértice 


;, então os 101 vértices poderiam ser 
divididos em pares de vértices simétricos. Isto é impossível, já que 101 é ímpar. No entanto, 
um decágono regular é um exemplo de um polígono com 10 lados e eixo de simetria que não 
contém nenhum de seus vértices. 


10. No meio da cadeia de dominós, cada número de bolinhas ocorre em pares (nas extremida- 
des adjacentes). Como existem oito extremidades com cinco bolinhas no conjunto de dominós, 
o último quadrado também tem que ter cinco bolinha: 


11. Resposta: Não. Vamos demonstrar isso por absurdo. Se existisse tal cadeia, então um 
dos números 1, 2, 3,4, 5, 6 não apareceria nas extremidades da cadeia. Suponha que o número 3 
não aparece. Mas, no interior da cadeia, o número 3 aparece em pares, de modo que 3 aparece 
um número par de vezes. Entretanto, com os “zeros” descartados, o conjunto conterá sete 
extremi io. O mesmo argumento funciona 
para qualquer outro número que não esteja em uma das extremidad. 


les com 3 bolinhas ao todo. Isto é uma contradi 


12. A resposta é não. Suponha que pudéssemos dividir um polígono convexo com 13 lados 
lelogramos. Vamos escolher um dos 13 lados e considerar o paralelogramo que o contém 


(é claro que não podem existir dois desses paralelogr 


em par 


amos). O lado oposto deste paralelogramo 
também é um lado de um segundo paralelogramo. Este segundo paralelogramo tem outro lado 
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paralelo ao primeiro e podemos continuar esta “cadeia” de paralelogramos até alcançar um lado 
do polígono. Este lado é, portanto, paralelo ao lado por onde começamos. Como um polígono 
convexo não pode ter três lados mutualmente paralelos, ele não é paralelo a nenhum outro lado 
do polígono convexo. 

Este argumento mostra que, se pudéssemos dividir o polígono convexo de 13 lados em 
paralelogramos, encontraríamos pares de lados paralelos. Como 13 é um número ímpar, isto é 
impossível. 


14. Suponha que nenhuma peça está colocada no centro. Vamos ligar todos os pares de peças 
que estão simetricamente localizadas cm relação a uma das diagonais com uma linha. Depois 

lares”: grupos ligados por linhas. Então cada “colar” vai ter 
tem que ser par, o que é uma 


dividimos tod 
duas ou quatro pe 
contradição. 


Isto significa que o número total de peg 


15. Não é difícil ver que a tabela tem que conter quinze células contendo 1, notando, por 
exemplo, que 
contendo 1, mostra que tem que existir pelo menos uma célula na diagonal principal contendo 
1. Raciocinando de maneira análoga, vemos que a diagonal principal tem que conter um 2, um 


3 e assim por diante, Um exemplo de tal tabela está ilustrado a seguir. 


uma célula contendo 1 em cada coluna. O Problema 13, apli 


123 4 5 6 7/8 9 100 1213/14/15 
234567 8911121314 151 
345 6 7 8910 1121314 1 2 
45 6 789101 121314151 2 3 
5 6 7891 N1121314151 234 
Era CUM HIII Z345 
7838 9101121314 151 Z34566 
8 9 101121314 151234 5 6/7 
9 10 11 1221314151 234 5 6 7/8 
10 11 1221314 1512345 6 789 
N 121314 1512345 6 7/8910 
121314 151234 5 6789101 
3 14 15 12345 678910112 
4 15 1 23 4 5 6 7/8 91011213 
151234567 89101N121314 


17. Resposta: Não. A soma dos pares de números em cada página é ímpar e a soma de 25 
números ímpares também vai ser fmpar. O número 1990 é par 


18. é claro que cada inte 
par (já que o produto é 
—1, o que é uma contradi 


iro é igual a +1 ou a —1 e que o número de inteiros iguais a —1 é 


ivo). Se a soma fosse zero, 11 dos inteiros teriam que ser iguais a 


19. Resposta: Não. Entre os números dados. só existe um par (2), os outros são ímpares. 
Portanto, a soma dos números na linha contendo 2 é ímpar. enquanto que a soma dos números 
em outra linha qualquer é par. 


B. RESPOSTAS, DICAS E SOLUÇÕES 


20. Respost 
qualquer um deles muda esta soma por um número par. Logo a soma tem que permanecer 
ímpar. 


Não. A soma dos números de 1 até 10 é 55 e uma mudança de sinal em 


21. A demonstração é a mesma que a no Problema 20, já que a soma 1+24+3+...+ 1985 
é ímpar. 


22. Resposta: Não. Não é difícil ver que a operação dada não muda a paridade da soma dos 
números no quadro negro. Como esta paridade é inicialmente ímpar, a soma nunca pode ser 0. 


23. Resposta: Não. Cada dominó cobre um quadrado preto e um branco, mas se retirarmos 
os q 


lrados al e h8, vão sobrar dois quadrados brancos a mais do que os quadrados pretos. 


24. Suponha que existe um inteiro com 17 al com o número formado 


pelos seus algarismos em ordem inve 


ja some 


rsa não contém um algarismo par. Por conveniência, vamos 
numerar as colunas dos algarismos da direita para a esquerda e considerar o algoritmo usual 
de soma. O nono algarismo do nosso número será somado a ele mesmo. Isto produziria um 
algarismo par na resposta, a menos que tenha um “vai um” da oitava coluna. Mas se existe tal 
“vai um”, então também tem que ter um “vai um” da 10% coluna para a 11% (a 10% coluna é 
idêntica à 8º, exceto pela ordem dos algarismos). Logo, a 7% coluna tem algarismos da mesma 
paridade e precisa de um “vai um” da sexta coluna. 

Procedendo de maneira análoga, vemos que é preciso que h: 
coluna com um número ímpar. Mas não pode ter um “vai um”na primeira coluna, de modo que 
io. 


v um “vai um” para cada 


temos uma contradi 


25. Resposta: Não. Como um determinado soldado está de serviço cada vez com dois 
outros, se ele tivesse servido junto com cada outro exatamente uma vez, os outros 99 soldados 
poderiam ser divididos em pares com os quais ele serviu junto. Isto é uma contradição, pois 99 
é um número ímpar. 


26. Qualquer que 
que a soma das distâncias de A e de B são iguais, então a expressão 1AB + AB +. 
45 parcelas, é igual a zero. Isto é impossível. 


ja o ponto X fora do segmento AB, temos AX-BX = AB, Se supusermos 
+ AB, com 


27. Vamos analisar esta situação começando pelo final. Se todos os nove números forem 
iguais a 1, então, antes da operação ser aplicada, todos os números tinham que ser iguais a 1 
ou todos iguais a 0. Como não começamos com os nove números iguais a 1, não podemos obter 
nove números iguais a um desta forma. Se todos os nove números forem iguais a 0, chegou-se a 
esta situação através de uma operação. Como 
se, no passo anterior, os números 0 e 1 se alterna 
temos um número ímpar (nove) de números. 


to poderia ter ocorrido? Isto só seria possível 


em. Mas isto é impossível, já que, ao todo, 


28. Vamos numerar as crianças, começando com qualquer uma delas. Vamos usar uma 
demonstração indireta, supondo que nenhuma das crianças tem dois vizinhos meninos. Suponha 
que um menino está na k-ésima posição. Então alguma menina está na posição k — 1 ou na 
posição k + 1, Se uma menina está na posição k + 1, então a (k + 2)-ésima posição não pode 
ter um menino (se não um menina teria dois meninos vizinhos). Se um menino está na posição 
k+1, então a (k +2)-ésima posição tem que ter uma menina sentada (se não uma menino teria 
dois meninos vizinhos). Um argumento análogo mostra que uma menina tem que estar sentada 
na posição k — 2 também. 
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Continuando com um raciocínio análogo e considerando os números “módulo 50”, podemos 
mostrar que, se uma menina está sentada na k-ésima posição, as posições (k—2) e (k+2) estão 
ocupadas com meninos. Se considerarmos agora apenas as 25 crianças sentadas em lugares 
pares, vemos que entre cles os meninos e as meninas se alternam em volta mesa. Mas 25 é 


um número ímpar, logo isto é impos 
Os estudantes iocínio análogo neste problema, em 


vez de basear-se, simplesmente, na simetria da situação entre meninos e meninas. 


devem ser encorajados a completar o r 


> movel 


29. Suponha que o ca sobre N segmentos 
verticais. Então não é difícil de ver que o caracol também passon sobre N segmentos horizontais. 
Ao todo, cle passou sobre 2N segmentos e gastou 30N = (2N)15 minutos. Como o caracol 
voltou ao ponto de partida, N é par (o número de segmentos verticais percorridos para cima, 
por exemplo, tem que ser igual ao número de segmentos verticais percorridos para baixo e sua 
soma é N). Portanto 2N é um múltiplo de 4 e (2N)(15 minutos) é um número inteiro de horas. 


acol voltou ao ponto de partida depois de s 


30. Resposta: Não. Vamos denotar os gafanhotos por A, B e C. Vamos dizer que as po: 
ABC, BCA e CAB (da esquerda para a direita) estão corretas e que ns posições ACB, BAC e 
CBA estão incorretas. é fácil ver que, depois de cada pulo, o tipo de posição muda de corr 
para incorreta ou vice-versa, 


& 


31. Pedro precisa deixar a mocda escolhida de lado, dividir as moedas restantes em duas 
pilhas com 50 moedas cada e pesar essas pilhas, colocando cada uma delas em um prato. Vamos 
mostrar que, se a moeda escolhida for autêntica, a diferença entre os pesos será par e, se ela for 
falsa, a diferença será ímpar. 

Vamos supor primeiro que a moeda escolhida é autêntica. Se soubéssemos o peso total 
das moedas autênticas restantes, poderíamos calcular o peso total das moedas falsas somando 
cinquenta números, cada um igual a +1. Isto significa que, se pusermos as 50 moedas autênticas 
restantes em um dos pratos da | iça e as 50 mocdas falsas no outro prato, a diferença dos 


pesos seria par. Não é difícil ver que, se trocarmos duas moedas de lugar, uma em cada 
prato, a diferença vai mudar por +2. Podemos continuar troc: s de prato, sempre 
mantendo 50 em cada prato. Depois de cada troca, se as moedas forem idênticas, a diferença 
não vai mudar. Se uma delas for autêntica, a diferença vai mudar por +2. Se uma for pesada 
demais e a outra for leve demais, a diferença muda por +4. Em qualquer caso, esta operação 
de permutar moedas preserva a paridade da diferença. Podemos obter qualquer distribuição 
de moedas na balança efetuando essas trocas na distribuição original, Como a diferença era, 
le qualquer diferença tem que ser par 
Analogamente, podemos most 


originalmente, nula, a paridade 


ar que, se a moeda é falsa, então a diferença é ímpar. De fato, 
se pusermos todas as moedas falsas em um dos pratos da balança (e uma autêntica também), 
a diferença seria um número ímpar (a soma de 49 diferenças de +1 ou —1). Novamente, a 
paridade destas diferença não muda ao se trocar duas moedas em pratos diferentes. Logo, uma 
moeda falsa fará com que a diferença seja impar. 


32. Resposta: Não. Suponha que os números foram arrumados como no enunciado. Numere 
os lugares onde estão os números de 1 a 9 (digamos, da esquerda para a direita). Se o número 
1 estiver no lugar N, não é difícil ver que o número do lugar de 2 difere de N por um número 
par e, portanto, é da mesma paridade. O mesmo é verdade para 2 e 3, para 3 e 4, e assim por 
diante. Isto significa que todos os números dos lugares onde estão os números têm a mesma 
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paridade. Como temos nove números e no máximo 5 lugares com a mesma paridade (se esta 
paridade for impar), isto é uma contradição. 


2. ANÁLISE COMBINATÓRIA-1 


28. Como cada um dos cinco envelopes podem ser usados independentemente com qualquer 
um dos quatro selos, precisamos multiplicar os números de escolhas possíveis para cada um dos 
itens: 5-4 = 20. 


29. A palavra tem três vogais diferentes e duas consoantes diferentes que podem ser escolhidas 
independentemente, de modo que multiplicamos os números de escolhas. Resposta: 3.2 = 6. 


30. Como nenhuma das escolhas restringe qualquer outra, multiplicamos os números de 
escolhas, Resposta: 7.5.2 = 70. 


31. Como dois selos quaisquer podem ser trocados, temos 20 - 20 maneiras de trocar selos 
e, analogamente, existem 10 + 10 maneiras de trocar cartões postai 


20:20 + 10-10 = 500. 


32. Temos que considerar dois casos: uma número pode ter todos os seus algarismos ímpares 
ou pode ter todos seus algarismos pares. No primeiro caso temos 5º números, já que cada um 
dos seis algarismos pode ser escolohido no conjunto (1,3,5, 7,9) independentemente. O segundo 
caso, no entanto, é ligeiramente diferente porque o primeiro algarismo não pode ser zero, o que 
nos dá só 4 -55 números. Logo, a resposta é 56 +4.5º = 28,125. 


33. Cada uma das cartas pode ser enviada de três maneiras diferentes e independentes. 


Portanto, a resposta é 


Portanto, para obter a resposta, precisamos multiplicar 3 por si mesmo seis vezes e a resposta 
638 =729. 


34. Precisamos ter uma carta de cada naipe e a carta de espadas pode ser escolhidas de 
13 maneiras. A carta de paus não pode ter o mesmo valor que a de espadas e, portanto, só 


existem 12 maneiras de escolhê-la, O número de escolhas possíveis para a carta de ouros é 11 


e para a de copas "olhemos os naipes não afeta a análise. Respos 


13:12:11-10. 
35. — Considei 
ele pode ser 
maneiras, já que o número de pos 


é 10. A ordem em que es a: 


» cinco casos, dependendo de quantos livros serão empilhados. Se for só um, 
olhido de 5 maneiras. Uma pilha de dois livros pode ser escolhida de 5-4 
sibilidades de escolha para o segundo livro para a pilha é 4. 
Analogamente, podemos calcular os números de maneiras possíveis de empilhar 3, 4 e 5 livros. 


A resposta é5+5:4+5:4:34+5:4.3.24+5:4.3.2.1=325. 


36. Exatamente uma das torres tem que estar em cada linha. Se alguma torre pode atacar 
outra ou não só depende da escolha das colunas onde elas estão. Como o número de colunas 
pertence ao conjunto dos números naturais de 1 a 8 e duas torres podem se atacar entre si se 
e somente se elas estão na mesma coluna, recaímos no problema familiar sobre o número de 
maneiras de arrumar oito objetos em uma linha. A resposta é 8! = 40,320. 


37. Este problema é bem semelhante ao anterior, Podemos pensar nos meninos como sendo 
as linhas e nas meninas como sendo as colunas. Cada quadrado então representa um par 
menino-menina e cada arranjo das “torres 
pares. Resposta: n!. 


não atacantes” fornece uma arrumação da classe em 
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38. Veja a solução do Problema 23. Aqui, os jogadores correspondem aos vértices de um 
polígono com n lados e as partidas jogadas são representadas pelas diagonais. Resposta: 18 - 


17/2=153. 


39. As respostas são: 

a) (28.56 +20-54+12:52+4:50)/2 = 1.736; 

b) (4:61 + 8- 60 + 20 -59 +16:57+16-55)/2 = 1.848; 

c) (28 - 42 + 20 -40 + 12- 38 + 4» 36)/2 .288. 
Para demonstrar o método, vamos prova o item a). A borda do tabuleiro de xadrez tem 28 
quadrados e, de um desses, o primeiro bispo ataca 8 quadrados (incluindo o que ele está). 
Portanto, restam 56 quadrados para o segundo bispo ficar. Além disso, temos 20 quadrados 
aos quadrados na borda. Se estiver em um desses quadrados, o primeiro bispo ataca 


10 quadrados, de modo que restam 54 quadrados para o segundo bispo ficar. Analogamente, 
temos 12 quadrados dos quais o primeiro bispo ataca 12 quadrados e, finalmente, 4 quadrados 
centrais (de onde o primeiro bispo ataca 14 quadrados). Despois de somar todas essas variações, 
precisamos dividir a soma por dois, já que contamos cada arranjo exatamente duas vezes (não 
distinguimos os bispos). 


40. O enunciado deste problema pode ser modificado para o seguinte: de quantas maneiras 
podemos arrumar duas maçãs, três peras e quatro laranjas em uma fileira? A solução é a mesma 
que nos Problemas 17-21. Resposta: 9!/(213141). 


41. Distribuir os estudantes é equivalente a arruná-los em uma fileira, já que, depois disso, 
podemos mandar o primeiro estudante para o quarto onde só cabe um, os dois próximos para o 
quarto duplo e os quatro restantes para o quarto onde cabem quatro alunos. No entanto, cada 
uma dessas distribuições pode ser obtida de diversas maneiras. De fato, podemos permutar 


os estudantes no quarto duplo e no quádruplo (podemos fazer isto com o primeiro estudante 
também, mas ninguém vai notar nossos esforços). Como existem 2! e 4! permutações possíve 
no quarto duplo e no quádruplo, respectivamente, precisamos dividir o número de todas as 
distribuições em quartos (que é igual a 7!) pelo produto de 2! e dl. Logo, a resposta é 


7!/(112!4!). 


42. Usando o mesmo método que na solução anterior, obtemos a resposta 8!/(2!2!2!). 


43. A resposta pode ser obtida como uma soma de quatro números, cada um representando 
o número de palavras com cinco letras A e 0, 1, 2 e 3 letras B, respectivamente: 1 + 6!/(511!) 4 


7!/(5!2!) + 8!/(5!3!) = 84. 


44. Dica: calcule quantos números com dez algarismos não têm a propriedade descrita. A 
resposta é: 9- 10° — 9-91, 


45. Como existem 8-96 números com sete algarisinos que não contêm 1 em sua representação 
decimal e 8.98 < 9.108 — 8.98, concluímos que existem mais números contendo 1 em sua 
representação decimal, 


46. O número de resultados onde não aparece seis é igual a 53. Logo, a resposta é 63-53 = 91. 


47. O primeiro par pode ser escolhido de (1) maneiras, o segundo par pode ser escolhido 
de ('2) maneiras, ete. Então temos o produto (1 (8) (5). Mas assim cada divisão em 
pares está contada 7! vezes 


á que todo conjunto de 7 pares pode ser obtido de 7! maneiras 
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(dependendo da numeração dos pares no conjunto). Portanto, a resposta é (5) (13) ...(5)/7! 
que é igual a 13.11.9.7.5.3.1, 


48. Os oito primeiros algarismos podem ser escolhidos arbitrariamente. Isto pode ser feito 
de 9.107 maneiras. Então o último algari 


no sempre pode ser escolhido de exatamente 5 
maneiras (se a soma dos oito algarismos anteriores for ímpar, precisamos escolher um algarismo 
ímpar; caso contrário, o último algarismo tem que ser par). Portanto, a resposta é 9. 107 .5 = 


450.000.000. 


3. DIVISIBILIDADE E RESTOS 


1. As resposta são a) 4; b) 6; c) 9; d) (n +1)(m + 1). Vamos provar o último resultado, 
já que é uma generalização dos anteriores. Todo divisor de p"q" é igual a pq} para algum 
O<i<xne0O<j<m. Portanto, a escolha de um divisor é equivalente à escolha de dois inteiro: 
satisfazendo as desigualdades acima. O primeiro deles, i, pode ser escolhido de n + 1 maneiras 


e o segundo, j, de m + 1 maneiras. Multiplicando esses dois número, obtemos a resposta. 


+ O item b) implica o item a), de modo que discutiremos apenas o b), Tem que existir um 
número divisível por 3 entre os cinco números dados. Analogamente, existe um número divisível 


por 5 e pelo menos dois números pares, um dos quais é um múltiplo de 4. Multiplicando 3, 5, 
2 e 4, obtemos 120. 


4. As respostas são a) p — 1; b) p?— p. O item a) não é difícil: todos os números naturais 
menores do que p são relativamente primos a p. O segundo resultado segue da observação 


que só os números que não são relativamente primos a p são múltiplos de p e existem p deles 
sa pê: 

5. Como990=2.32.5.11, n! tem que conter um fator 11, Mas 11 é primo, logo ele mesmo 
tem que estar contido no produto e n = 11 é o menor valor possível. 


menores ou iguai 


6. Se um número tem n algarismos iguais a zero em seu final, então ele é divisível por 10", 
Então estamos perguntando, de fato, quantos fatores iguais a 10 estão contidos em 100!, Como 
10 =5-2, estamos perguntando quantos fatores iguais a 5 e a 2 estão contidos em 100! Mas 2 
é menor do que 5, logo, para qualquer fator igual a 5 haverá fatores suficientes iguais a 2 para 
formar um fator igual a 10. Isto significa que basta contar os fatores iguais a 5. 

Como 100 = 20 5, existem 20 múltiplos de 5 no produto 1:2-3+,..:99.100, Mas este 
número tem mais fatores iguais a 5, já que os números 25, 50, 75 e 100 contêm dois fatores 
iguais a 5, formando quatro “extr: 
iguais a 10, logo 24 algarismos finai 


”. Existem, portanto, 24 fatores iguais a 5, logo 24 fatores 
iguais a O no produto 100! 


Pergunta. Quantos zero a no final da representação decimal do número 1000! ? 


7. Podemos ver que 24! termina com quatro algarismos iguais a zero e 25! termina com seis. 
Não é difícil ver que, quando n aumenta, o número de algarismos iguais a zero no final de n! 
não pode diminuir. Logo a resposta para a nossa pergunta é não, 


8 Vamos dividir os divisores of n em pares do seguinte tipo: (d, n/d). O único obstáculo 
a isso é que os elementos em algum par podem coincidir. Entretanto, isto pode acontecer se e 
somente se n é for um quadrado perfeito, o que completa a demonstração. 
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9. Tom tem que ter errado: o número à direita do sinal de igualdade é um múltiplo de 11, 
mas nenhum dos números à esquerda são. Como 11 é primo, isto é impossível. 

Note que a colocação deste problema em um conjunto de exercícios sobre divisibilidade 
fornece uma dica para a solução. O problema fica mais difícil fora deste contexto. 


11. Observe que 65(a+b) = 65a+65b = 65a-+56a = 121a. Como 65 e 121 são relativamente 
primos, segue que a + b é divisível por 121, que é um número composto, logo a + b também é 
composto, 


12. Respostas: a) x = 16, y = 15; b) x = 152, y = 151 ou x = 52, y = 49. Para provar o 
item a), vamos escrever a equação na forma (x— y)(x + y) = 31. Como 31 é um número primo, 
o menor fator tem que ser igual a 1 e o maior tem que ser igual a 31, Temos, então, as equações 
simultâneas 


x-y=1, 
x+y=3I, 


o que nos dá a resposta acima. 


13. Temos x(x? +x +1) =3. En 
obtemos x = 1. 


ìo x = +] ou x = 3. Depois de analizar todos os casos, 


14. Dica: 
mesmas potênc 


ifique que as e ões dos dois lados do s 
s de qualquer número primo p. 

15. a) 0 (os restos das divisões de 1989, 1990, 1991 e 1992? por 7 são 1, 2, 3 e 1 respectiva- 
mente); b) 1, pois, ao dividir 9 por 8, o resto é 1. 


nal de igualdade são divisíveis pelas 


Xpres 


17. Dica: analise os restos da divisão por 5. 
18. Dica: anali 
19. Dica: anali 


e os restos da divisão por 3. 


» os restos da divisão por 9. 


21. a) Vamos provar que os números dados são divisíveis por 3 e por 8. Temos p? = 1 = 
(p= 1)(p + 1). Se p >3 for primo, então p é ímpar. Logo ambos p — 1 e p + 1 são pares e um 
deles é um múltiplo de 4. Segue que p? — 1 é divisível por 8. Além disso, como p — 1, p, p +1 
são três inteiros consecutivos, um deles é divisível por 3. Não pode ser o primo p, logo tem que 
ser p — 1 ou p +1. Então p? — 1 é divisível por 3 e 8, portanto é divisível por 24. 

b) Temos p? — q? = (p — q)(p + q). Procedendo como antes, vemos que ambos os fatores 
são pares. Para mostrar que um deles é um múltiplo de 4, vamos supor que isto é falso; ou seja, 
vamos supor que esses números, quando divididos por 4, têm resto 2. Então sua soma tem que 
ser divisível por 4. Por outro lado, sua soma é 2p, que não é múltiplo de 4, pois p é fmpar. 

Além disso, os números p e q têm restos módulo 3 iguais ou diferentes. No primeiro caso, 
sua diferença é divisível por 3; no segundo caso, sua soma é divisível por 3. Isto prova que 
(p — q)(p + q) é divisível por 3 e por 8. 


22. Je nem x nem y for divisível por 3, então x? e y? têm restos iguais a 1 quando divididos 
por 3. Portanto, sua soma tem resto 2, o que é impossível para um quadrado perfeito. 


23. Dica: verifique que ambos a e b são divisíveis por 3 e por 7. 


24. Dica: 


ifique que os números x? e x têm restos iguais ao serem divididos por 6. 
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25. Sed for ímpar, então um dos números p e q tem que ser par, o que é impossível. Se d 
não for divisível por 3, então um dos números p, q e r é divisível por 3, o que, novamente, nos 
dá uma contradição. 


26. Dica: encontre todos os restos possíveis da divisão de quadrados perfeitos por 8. 


27. Os restos possíveis da divisão de quadrados perfeitos por 9 são: 0, 1, 4 e 7. Verifique 
que, se a soma de alguma tripla deles for divisível por 9, então algum par deles são iguais. 


30. Usando o método do Problema 28, obtemos que a resposta é 7. 


31. A resposta é 1. 


32. A resposta é 6. 


34. A resposta é 3. Dica: o algarismo das unidades de 7" tem um ciclo de comprimento 4. 
Precisamos determinar quando neste ciclo 77 ocorr: 
7” por 4. 


ou seja, precisamos do resto da divisão de 


35. Dica: um desses números é sempre divisível por 3. a) p=3;b) p=3. 
36. A resposta é p = 3. O método da solução anterior também funciona aqui. 
37. Dica: prove que p =3 usando o mesmo truque de antes. 


38. Dica: analise os restos da divisão por 3 


39, 40. Dica: verifique que o r 


o da divisão do quadrado de um número ímpar por 4 é 
o do quadrado de um número par por 4 é sempre 0, A resposta 


sempre 1 e que o resto da di 
para as duas perguntas é não. 


41. A resposta é p =5. Analise os restos da divisão por 5. 
F P I 


42. O resto da divisão deste número por 9'é 7, o que não pode ser verdade para um cubo 
perfeito. 
43. Dica: encontre todos os restos possíveis da divisão do número a? + b? +4 por 9. 


44, Dica: encontre todos os restos possíveis da divisão do número 6n? +3 por 7. 


45. Se nenhum dos dois números x e y fosse divisível por 3, então o resto da divisão de z? 
por 3 seria igual a 2, o que é impossível. Note que, na divisão por 8, o resto do quadrado de 
um número ímpar é sempre igual a 1; o resto do quadrado de um número par não divisível por 
4 é sempre igual a 4; o resto do quadrado de um múltiplo de 4 é sempre igual a 0. Usando isto, 
podemos mostrar que: ou ambos os números x e y são pares, ou um deles é divisível por 4. 


46. Dicas: a) 4+7a =4(a + 1) + 3a; b) a + b = (2 + a) — (35 — b) + 33. 


47. A resposta é 0. Em primeiro lugar, calcule o último algarismo de 0% +12 +2? +... +92. 
Depóis, tote que dste último, algasiómio 6 somproió mesmo para todo conjúhto daides número 
naturais consecutivos. 


48. Prove que dois números quaisquer entre os sete dados —digamos, x e y—têm o mesmo 
resto quando divididos por 5. Para isso, considere duas sêxtuplas, a primeira contendo todos 
os números exceto x e a segunda contendo todos os números exceto y. 
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49. Denotando o primeiro des 
a+(a+2)+(a+4)+...+(a+2n-1))=na+2(1+2+3+...+(n— 7) 
=na+n(n-1)=n(a+n-1). 


es números por a, obtemos 


50. Note que este número aumentado de 1 é divisível por 2, 3, 4, 5 e 
é o MMC de 2, 3, 4, 5 e 6 menos um, ou s 


51. Sem fosse um número composto maior do que 4, então (n — 1)! seria divisível por n. De 
fato, suponha que n = kl, onde k e l são menores do que n. Se k £ l, então o produto (n — 1)! 
contém esses dois números como fatores e nossa afirmação é verdadeira. Se k = l, então n = kê, 
onde k > 2, co produto (n — 1)! contém os fatores k e 2k, o que prova nossa afirmação. 


. A respos 


aà, portanto, 


55. Usando o algoritmo de Euclides, obtemos: mde(30n + 2, 12n + 1) = mde(12n + 1,6n) = 
mde(6n,1) = 1. 


56-57. Use o algoritmo de Euclides. As 
iguais a 1), respectivamente. 


são: 220 —1 e 111...11 (vinte algarismos 


s respostas 


4. O PRINCÍPIO DAS CASAS DE POMBO 


3. As casas de pombo são os restos da divisão por 11. Os pombos são os números. (Veja 
também a solução do Problema 21.) Se dois números tiverem o mesmo resto quando divididos 
por 11, a diferença entre cles terá que ser divisível por 11. 


4. Aqui as ci de pombo são os números de cabelos nas cabeças das pe: 
1.000.000). Os pombos são os cidadãos de Leningrado, 


soas (de 1 até 


6. Vamos organizar os jogadores de futebol por time quando saírem de seus aviões. Teremos 
10M + 1 jogadores para colocar em alguma ordem, O Princípio Geral das Casas de Pombo nos 
garante que teremos um tine com 11 jogadore 


s e este time está completo, 


8. Existem cinco números possíveis de amigos para qualquer pessoa: 0, 1, 2,3, ou 4. Então 
parece que cada um poderia ter um número diferente de amigos. entretanto, se alguém tem 
quatro amigos, nenhuma pessoa pode ter zero amigos. Logo duas pessoas têm que ter o mesmo 


número de amigos. 


9. Se participam do torneio k times, então o número de partidas jogadas por cada time varia 
de0ak—1. No entanto, se qualquer time já participou de k — 1 jogos, então ele já jogou com 
todos os outros times e todos os times já jogaram, ou seja, nenhum tem O partidas jogadas. 
Logo, estamos colocando k times em k— 1 ca ño os números de 0 a k—2 o 
os números de La k— 1. 


s de pombo, que 


10a. A resposta é 32. De fato, suponha que 33 ou mais quadrados estão coloridos de verde. 
Então, depois que tivermos dividido o tabuleiro em dezesseis quadrados 2 x 2, o Princípio das 
Casas de Pombo nos garante que pelo menos um desses quadrados contém 3 ou quadrados 
pequenos verdes. Esses 3 quadrados verdes formam o triminó “proibido” em alguma posição e 
temos uma contradição. Por outro lado, podemos colorir todos os campos pretos (da cor usual) 
de verde e este é um exemplo de 32 quadrados verdes com a propriedade desejada. 


10b. A resposta é 32 (novamente!). De fato, se 31 ou menos quadrados estiverem coloridos 
de verde, então um dos dezesseis quadrados 2 x 2 contém 1 ou O quadrados verdes. Logo os 
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outros 3 ou 4 quadrados não estão coloridos de verde e formam o triminó sen quadradinhos 
verdes. Esta contradição (e a mesma construção feita acima) completa a demonstração. 


11. Pelo menos 1+2+3 = 6 problemas foram resolvidospelos estudantes mencionados no 
enunciado do problema. Portanto, sobram 29 problemas para serem resolvidos e 7 estudantes 
para resolvê-los. Se cada estudante só tivesse resolvido 4 problemas, apenas 28 problemas 
estariam resolvidos. Portanto, um estudante tem que ter 


olvido pelo menos 5 problemas. 


12. Resposta: 12 reis. Veja a dica para o Problema 10a. 


13. Divida a teia em 4 setores como ilustrado na Figura 135, cada um dos quais só pode ter 


uma aranha. 


14, Cada um dos triângulos menores só pode cobrir um vértice do triângulo maior. 


18. Pinte de vermelho toda a terra seca e pinte cada ponto diametralmente oposto à terra 
a de verde. Então tem que existir um ponto pintado tanto de vermelho quanto de verde. 
Comece o túnel neste ponto. Você compreende por que isto é, de certa forma, um Princípio de 
Casas de Pombo? 


s 


19. Existem apenas 1987 restos possíveis quando um número é dividido por 1987. Se exami- 
narmos, por exemplo, as primeiras 1988 potências de 2, veremos que duas delas têm que ter o 
mesmo resto quando divididas por 1987. Essas duas potências diferem então por um múltiplo 
de 1987. 


20. Quando dividido por 100, um quadrado perfeito pode ter apenas 51 restos possíveis, pois 
os números x? e (100 — x)? têm o mesmo resto. Logo, entre 52 inteiros, os quadrados de dois 
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têm que ter o mesmo resto quando divididos por 100. Es: 
múltiplo de 100. 


dois quadrados diferem por um 


22. Se 3™ e3" (onde m > n) forem duas potências de 3 que têm o mesmo resto quando 
divididas por 1000, então 3™ — 3™ =3"(3MN — 1) é divisível por 1000. Mas os fatores primos 
de 1000 são 2 e 5 e nenhum deles divide 3". Segue que 1000 tem que dividir 3" " — 1,0 que 
significa que 3" =" é uma potência de 3 que termina com os algarismos 001. 


os números de —3 a 3. 


23. Esta soma pode assumir apenas sete valor 


24. Divida todas as pessoas em 50 pares, onde as pessoas em cada par estão sentadas 
dinmetricamente opostas uma à outra. Considere esses pares como sendo as casas de pombo. 
Como mais de 50 dessas pessoas são homens, um dos pares tem que incluir mais de um homem. 


25. Se a conclusão fosse falsa, então é claro que os meninos teriam juntado pelo menos 
0+1+2+...+14 = 105 nozes, o que é uma contradição. 


26. O produto dos números em todos os grupos é 9!= 362.880. Se o produto de cada grupo 
não fosse maior do que 71, o produto de todos os números teria que ser menor ou igual a 
713 = 357.911. Devemos observar aqui que este método de demonstração é, de certa forma, 


mais geral than thedo que o Princípio das Casas de Pombo simples. 


27. é possível se mover de qualquer célula para qualquer outra passando por células vizinhas 
e 


sempre possível escolher um caminho tal que o número de células visitadas é menor do que 
19. Isto significa que, se a é o menor número na tabela, todos os números estão entre a e a +95. 
Portanto, não pode haver mais do que 96 números diferentes entre os 100 na tabela e dois deles 
têm que ser iguais, 

28. Es 
as outras em duas casas de pombo: as que conhecem Zé e as que não o conhecem. Existem 
tantes em uma dessas categorias. Suponha que Zé tem 
ño eles, junto com Zé, formam uma tripla como 


olhemos qualquer pessoa no grupo. Vamos chamar esta pessoa de Zé. Organizamos 


pelo menos três das cinco pessoas res 
três conhecidos. Se dois deles se conhecem, er 
no enunciado. Se eles não se conhecem entre si, eles mesmos formam uma tripla como no 
enunciado. Um argumento semelhante é válido se existirem três pessoas que Zé não conhece. 


29. Considere a paridade (que é o resto da divisão por 2) das coordenadas dos pontos. Temos 
quatro possibilidades: (ímpar. ímpar); (ímpar, par); (par. ímpar); (par, par). Como são cinco 
pontos, podemos escolher dois deles tais que ambas as coordenadas têm a mesma paridade, 
Não é difícil ver que o ponto médio do segmento de reta que eles determinam tem coordenadas 
inteiras. 


30. Podemos colocar os três tamanhos em duas categorias: os tamanhos para os quais temos 
mais botas para o pé direito do que para o esquerdo e os tamanhos para os quais temos mais 
botas para o pé esquerdo do que para o direito (se algum tamanho tiver o mesmo número de 
botas para os dois pés , colocamos este tamanho na segunda categoria). Segue que dois dos 
tamanhos têm que estar na mesma categoria. Digamos que os tamanhos 41 e 42 têm mais 
botas para o pé direito do que para o esquerdo (um argumento análogo vai funcionar se dois 
tamanhos tiverem mais botas para o pé esquerdo do que para o direito). 

"Temos 300 botas para o pé esquerdo ao todo e no máximo 200 delas de um mesmo tamanho. 
Portanto, a soma das botas para o pé esquerdo de dois tamanhos quaisquer é pelo menos 100. 
Acabamos de mostrar que existem pelo menos 100 botas para o pé esquerdo nos tamanhos 41 
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e 42 (ao todo) e, para cada um d tamanhos, temos mais botas para o pé direito do que 
para o esquerdo. Logo cada uma dessas botas para o pé esquerdo tem um par para o pé direito 
e temos pelo menos 100 pares bons no armazém. 


31. Existem 11 consoantes a mais do que vogais no alfabeto. Portanto, se somarmos as 
diferenças entre o número de consoants e o número de vogais em cada um do subconjuntos, 
o total tem que ser 11. Segue que tem que existir pelo menos um subconjunto no qual esta 
diferença é menor do que 2 e as letras deste subconjunto têm que formar uma palavra. 


ei; 


32. Considere as dez somas: x1, X1 + X2, X1 +X2 +X3, X1 +x2 +... +X10. Duas de 
somas têm que ter o mesmo resto quando divididas por 10. A diferença entre essas duas somas 
nos fornece um conjunto cuja soma é divisível por 10. 


33. Podemos dividir os números de 1 a 20 em dez conjuntos disjuntos tais que se um par de 
números for selecionado de um mesmo conjunto, um dos números no par divide o outro: (11), 
{13}, (15) {17}, {19}, (1, 2, 4, 8, 16), (3, 6, 12}, (5, 10, 20), (7, 14}, (9, 18). Então, dados 
11 números quaisquer menores ou iguais a 20, dois deles tem que estar em uma d SC 
pombo e um deles divide o outro. 


34. Podemos numerar os grupos de estudo de 1 a 5. Então, em vez de considerar cada 

estudante por si mesmo, vamos considerar o conjunto de números associados aos grupos de 

estudo dos quais o estudante faz parte. Cada um desse é um subconjunto do conjunto (1, 2,3, 

4, 5}. Resolvemos o problema dividindo os 32 subconjuntos deste conjunto em 10 coleções tais 

que, escolhermos dois subconjuntos da mesma coleção, um deles contém o outro (compare 

com a solução do Problema 33). Mostramos a seguir um exemplo de tal coleção: 

0,0),(1,2),(1,2,3),(1,2,3,4),(1,2,3,4,5]), 

(2), (2,5), (1,2,5),(1,2,3,5)], 

(3),(1,3),(1,3,4),(1,3,4,5)], 

(4), (1,4),(1,2,4),(1,2,4,5)], 

(5), (1,5), (1,3,5)], 

(2,4), {2,4,5} {2,3,4,5)], 

(3,4),(3,4,5)], 

(3,5),(2,3,5)] 

(4,5), (1,4, 'sj], 
|. 


[2,3),(2,3,4) 


5. GRAFOS-1 


. Sim, é possible construir tal caminho, Veja, por exemplo, a Figura 136, que mostra um 
grafo desenhado de maneira semelhante ao grafo na solução do Problema 2. Um exemplo de 
um caminho satisfazendo as condições do problema pode ser construído facilmente. 


4. Seo número AB for divisível por 3, então o número BA também vai ser. Isto significa 
que, se um viajante pode ir diretamente da cidade A para a cidade B, ele também pode ir 
diretamente da cidade B para a cidade A. Esta observação permite-nos desenhar um grafo das 
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FIGURA 136 


conexões, como o da Figura 137, é claro que um viajante não pode ir de qualquer cidade para 
qualquer outra, Por exemplo, ele não pode ir da cidade 1 para a cidade 9. 


Figura 137 


«Desenhe um grafo onde as cidade 
então 


s são os vértices e us estradas são as arestas. Podemos 
rontar as arestas deste grafo usando o método ilustrado no Problema 5. O problema 
afirma que o grau de cada vértice é 4, de modo que o número total de estradas é igual a 
100 - 4/2 = 200. 


9. Ambas as situações (a) e (b) são impossíveis. Em cada caso, podemos pensar em um 
grafo semelhante aos do Problema 5 e contar os vértices ímpares. Descobrimos que o número 
de vértices ímpares não é par, logo o grafo não pode ser desenhado. 
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Resposta: Não. Podemos imaginar um grafo no qual os vértices representam vassalos 
alos vizinhos estão ligados por arestas. Uma contagem dos vértices ímpares mostra que 
não existe um número par deles, logo não é possível desenhar tal grafo. 


11. Resposta: Não. Se o reino tives 
não pode ser igual a 100 se k for inteiro. 


k cidades, então ele teria 3k/2 estradas. Este número 


12. Resposta: Sim, é verdade. Suponha que não. Desenhe um grafo no qual os vértices 
representam ilhas e as arestas representam as pontes que as ligam. O problema diz que cada 
um das sete ilhas é representada por um vértice ímpar, de modo que de modo que teríamos 
um número ímpar de vértices ímpares. Como isto é impossível, o grafo tem que ter pelo menos 
uma aresta levando à terra firme. A Figura 138 mostra um grafo que representa uma situação 
possível, como a descrita por João, 


FIGURA 138 


Imagine um grafo imenso no qual cada pessoa que algum dia viveu na Terra é represe: 
tada por um vértice e cada aperto de mão é representado por uma aresta ligando os vé 
correspondentes duas pessoas que estão se cumprimen 
ímpares deste grafo e nosso teorema nos garante que 


ando. Estamos contando os véri 
ste um número par deles. 


14. Resposta: Não. A dificuldade deste problema é decidir como desenhar o grafo. Conside- 
rando os próprios segmentos de reta como arestas de um grafo provavelmente não vai funcionar 
(o que pode confundir alguns estudantes no início). Em vez dis 
onde os segmentos de reta são representados por vértices (!) e dois vértices estão ligados por 
uma aresta se e somente se os segmentos de a correspondentes se intersectam. Então este 
grafo tem nove vértices de grau 3, o que é impossível. 


so, vamos considerar um grafo 
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16. Podemos generalizar a solução do Problema 15. Suponha que tal grafo não é conexo. 
Certamente ele não pode ter menos do que duas cidades (com o que uma única cidade poderia 
deixar de se ligar?). Selecione duas cidades que, supostamente, não podem ser ligadas por um 
caminho. Considere todas as cidades às quais essas duas estão ligadas. Existem pelo menos 
2(n—1)/2 = n--1 delas. Como antes, essas novas cidades têm que ser todas distintas: se duas 
novas cidades fossem a mesma, as duas cidades selecionadas estariam ligadas por um caminho 
passando por ela. Portanto, o grafo teria n — 1 +2 =n + 1 cidades, o que é uma contradição. 
Logo o grafo tem que ser conexo. 

Novamente, é claro que os estudantes devem tentar construir o grafo em questão. Eles irão 
descobrir rapidamente que ele tem “arestas demais” para não ser conexo. Esta intuição pode 
ser o ponto de partida para uma discussão formal do resultado. 


18. Basta provar que, se a estrada AB estiver fechada, ainda assim poderemos ir de A 
para B. Se isso não fosse verdade, então, na componente conexa contendo A, todos os vértices 
diferentes de A seriam pares. Esta situação de ter exatamente um vértice ímpar em uma 
componente conexa contradiz nosso teorema sobre os vértices ímpares de um grafo. 


20. Resposta: Não, tal passeio não é possível. Representamos as ilhas e as margens por 
vértices em um grafo e as pontes por arestas. Como a Figura 139 mostra, o grafo tem 4 vértices 
ímpares, o que é demais. 


FIGURA 139 


21. Respostas: (a) seis pontes; (b) cinco pontes; (c) quatro. Os estudantes preci 
simpesmente, o número de pontes usadas para visitar Tripla em cada ocasão. 


sam contar, 


22. (a) Não é possível formar este cubo. Em primeiro lugar, note que o fio não pode dobrar 
sobre si mesmo, pois o comprimento total de todas as arestas é 12 x 10 em = 120 cm (usando 
todo o comprimento do fio). Vamos desenhar o grafo das arestas do cubo (Figura 140). Se 
pudéssemos formar esta estrutura com o fio, então poderíamos seguir o fio e percorrer o grafo 
sem levantar o lápis do papel. Mas este grafo tem oito vértices ímpares, que são muitos e não 
permitem isso. Portanto, o fio não pode ser usado para formar as arestas. 


(b) Como o grafo do cubo tem 8 vértices ímpares, é preciso fazer pelo menos quatro cortes. 
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FIGURA 140 


6. A DESIGUALDADE TRIANGULAR. 


1. Suponha que AB > BC. Se A, Be C formam um triângulo, então a desigualdade triangular 
nos garante que AC + BC > AB, o que nos leva ao resultado desejado, Se AB < BC, então 
podemos começar com AB + AC > BC (que a desigualdade triangular também nos garante), 
para obter o mesmo resultado. 

A igualdade é válida se e somente se A, B e C forem colineares e B não estiver entre A e C. 


2. O comprimento do lado BC tem que ser menor do que AC + AB = 4,4. Por outro lado, 
BC tem que ser maior do que JAB — BC] (veja o Problema 1), que é 3,2. O único inteiro que 
satisfaz essas duas desigualdades é 4. 


8. Se os lados do triângulo são a, b e c, então a a desigualdade triangular nos diz que 
b+c >a. Somando a a cada lado, temos que a + b + c > 2a, que é equivalente ao resultado 
desejado. 


4. Resposta: 350 quilômetros. 


6. Vamos mostrar que OB + OC + OD > OA. Somando as desigualdades triangulares 
AC+OC>0A e OB + OD > BD, obtemos AC + OB + OC + OD > OA + BD (veja a Figura 
141). Como AC = BD, isto nos dá o resultado desejado. Note que a mesma demonstração é 
válida mesmo se o ponto O estiver fora do plano do quadrado ABCD. 


7. Suponha que as diagonais do quadrilátero se intersectam em O (Figura 142). Então 
AB+BC > AC, BC + CD > BD, CD + AC > AC e AD +AB > BD. Somando, obtemos 
2(AB + BC + CD + DA) > 2(AC + BD), o que prova o primeiro resultado. Além disso, 
OA + OB > AB, OB + OC > BC, OC + OD > CD e OD + OA > AD. Somando, vemos 
que 2(OA + OB + OC + OD) = 2(AC + BD) > AB + BC + CD + DA, o que prova o segundo 
resultado. 


8. Temos: AP+PB > AB; BQ + QC > BC; CR+RD > CD; DS + SE > DE; ET +TA > EA 
(veja a Figura 143). Somando essas desigualdades, obtemos AP + PB + BQ + QC + CR + RD + 


248 B. RESPOSTAS, DICAS E SOLUÇÕES 


B c 


(o) 


FIGURA 141 


A? 
FIGURA 142 


SE+ET+TA > AB+BC+CD+DE-+EA. A expressão à direita do sinal de maior é o perímetro 
do pentágono, enquanto que a expressão à esquerda é menor do que a soma das diagonais (será 
igual a esta soma se adicionarmos o perímetro do retângulo interno PQRST). Isto prova o 
primeiro resultado, 


Para obter o segundo resultado, some as desigualdades AC < AB + BC, BD < BC + CD, 
CE < CD + DE, DA < DE + EA, EB < EA + AB. 


9.  Denotando os pontos internos por X e Y, vamos estender em ambos os sentidos o segmento 
que os liga até intersectar os lados do triângulo (veja a Figura 144). Então EF < EA + AF e 
EF < EB + BC + CF. Somando, obtemos que EF é menor do que metade do perímetro do 
triângulo. Como XY < EF, XY também é menor di que metade do perímetro. 
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FIGURA 143 


A 


= 


FIGURA 144 


11. A solução é o caminho ADEA ilustrado na Figura 145. De fato, qualquer outro caminho 
vai corresponder a um caminho entre os pontos B e C (neste diagrama) que não é uma linha 
reta, 


12. Se desenharmos AD e AE (Figura 145), então BC = BD + DE + EC = AD + DE + EA. 
Logo DE é menor do que metade do perímetro do triângulo ADE (Problema 3), portanto menor 
do que BC. 


14. Podemos abrir o cubo para formar um diagrama como na Figura 146. Então, se a mosca 
estiver em A, a distância mais curta até o vértice oposto B é dada por uma reta. Dobrando o 
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FIGURA 145 


cubo novamente nos dá a resposta. Os estudantes podem fazer um modelo de papel para este 
problema. Atribuindo um valor numérico a uma aresta, pode-se pedir que eles encontrem o 
comprimento do caminho mais curto, 


FIGURA 146 


15. Podemos “desenrolar” a superfície do copo para obter um retângulo, depois “abrir” a 
p po p , depi 

parte da frente e a de trás do retângulo para obter a Figura 147. Novamente, o caminho mais 

curto é dado por uma linha reta. 
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FIGURA 147 


16. Estenda o segmento AO até intersectar o lado BC no ponto D. Depois some as desi- 
gualdades triangulares AB + BD > AD e OD + DC > OC e subtraia OD de cada lado da 
desigualdade. 


18. O lenhador precisa andar até o vértice do ângulo, depois voltar para casa. Se o ponto 
dado for À e o ângulo obtuso dado for BOC (veja a Figura 148), escolhemos um dos ângulos 
£AOC ou ZAOB que seja agudo (talvez ambos sejam) —digamos, AOC. Depois traçamos uma 
perpendicular BD do ponto B à reta OC, Pelo resultado do Problema 13, temos AB+BC-+CA > 
2AD e, obviamente, AD > AO, o que completa a demonstração. 


Figura 148 


19. Construa o paralelogramo ABDC do triângulo ABC (Figura 149). Então, da desigualdade 
triangular, AB + BD > AD = 2AM. Como BD = AC, isto nos dá o primeiro resultado. O 
segundo segue escrevendo as desigualdades correspondentes para cada mediana e somando-as. 


252 B. RESPOSTAS, DICAS E SOLUÇÕES 


i: OENE n D 


FIGURA 149 


20. Ao encontrar o perímetro do polígono dobrado, perdemos a parte do perímetro original 
representada pela linha tracejada AXYB (no exemplo da Figura 150), mas adicionamos o com- 
primento do segmento AB. Como a soma de todos os lados de um polígono exceto um é maior 
do que o lado que resta, o perímetro tem que ter diminuído. 


Figura 150 


21. Considere dois dos lados que não têm uma extremidade em comum digamos AB e CD. 
Então, por um lado, AC+BC < AB + CD (já que AC e BD são diagonais). Por outro lado, se 
AC e BD se intersectam no ponto O, então OA + OB > AB e OC + OD > CD. Somando essas 
desigualdades, obtemos AB + CD < AC + BD,que é uma contradição, 


22. Suponha que as medianas se intersectam no ponto M. Então, somando as desigualdades 
AM+BM > AB, BM +CM > BC e CD+AM < AC, e notando que os comprimentos de AM, 


BM e CM são, cada um deles, 2/3 de uma mediana, chegamos ada. 


à desigualdade des: 


23. Sea largura do rio é h e as cidades estão situadas nos pontos À e B, então as extremi- 
dades da ponte têm que ser colocadas nos pontos de interseção das retas A'B e AB’ com as 
margens, onde A! e B’ são obtidos de A e B por uma translação de distância h em uma direção 
perpendicular ao rio (Figura 151). 
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NN 


FIGURA 151 


24. Considere a diagonal mais longa XY do pentágono. Um par de vértices do pentágono 
fica do mesmo lado desta diagonal, de modo que existem duas diagonais que se intersectam, 
tendo como uma das extremidades o ponto X e Y, respectivamente. Não é difícil ver que es 
três dingonals vão formar um triângulo. 


7. JOGOS 


2. Depois de cada jogada, o número de montes aumenta de 1. No início temos três montes 
e no final do jogo temos 45. Portanto, são feitas 42 jogadas ao todo, A última jogada é a 
vencedora e sempre é feita pelo segundo jogador. 


8. A paridade do ri 
depende do número de inteiros ímpares no conjunto original de números. Como estão escritos 
10 inteiros ímpares e 10 é um número par, o primeiro jogador vai vencer. 


sultado não depende das posições dos sinais de mais e de menos, só 


4. Depois de cada jogada, o número de linhas nas quais é possível colocar uma torre diminui 
de 1, assim como o número de colunas. Portanto, só podem ser feitas 8 jogadas ao todo e o 
segundo jogador fará a última jogada (vencedora). 


5. A paridade do número de algarismos iguais a 1 no quadro permanece constante depois 
de cada jogada. Como o jogo começa com um número par de algarismos iguais a 1, não pode 
ficar um único algarismo igual a 1 no fina do jogo (pois 1 é um número ímpar!). Portanto, o 
egundo jogador sempre vai venci 


6. Durante o jogo, o máximo divisor comum dos dois números iniciais vai ter que acabar 
aparecendo (compare este jogo com o algoritmo de Euclides). Portanto, todos os múltiplos 
do máximo divisor comum que não forem maiores do que os números originais também irão 


aparecer. No caso em pauta, o máximo divisor comum dos números originais é 1, logo todos os 
número de 1 até 36 terão que aparecer. Teremos, então, 34 jogadas e o segundo jogador sempre 
vai vencer. 
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7. Este jogo não é inteiramente bobo, já que o jogador que deveria ganhar pode, de fato, 
cometer um erro e perder sua vantagem. O erro consiste em jogar de modo que os quadrados 
vazios remanescentes estejam todos em uma coluna ou uma linha, permitindo que o oponente 
vença na próxima jogada. De fato, o perdedor neste jogo é o jogador que faz esta jogada 
infeliz. Note que, depois de eliminar uma linha em um tabuleiro m x n, podemos considerar 
os quadrados remanescentes como sendo um tabuleiro (m — 1) x n. Analogamente, ao eleminar 
uma coluna de um tabuleiro m x n, formamos um tabuleiro m x (n — 1). A única situação na 
qual cada jogada é “infeliz” é o caso de um tabuleiro 2 x 2. Portanto, o jogador que deixar esta 
posição para seu oponente vencerá. Entretanto, como vimos, depois de cada jogada, a soma do 
múnero de linhas coin o de colunas diminui de 1. Logo, a paridade desta soma no início do jogo 
vai determinar o vencedor. No caso (a) o vencedor vai ser o primeiro jogador, mas nos outre 
casos será o segundo. Note que, no caso (b), o segundo pode seguir uma estratégia de simetria 
(veja a 82). 


11. Como o cavalo sempre se movimenta de um quadrado preto para um branco ou vice- 
versa, o segundo jogador pode vencer usando simetria em relação a um ponto on em relação a 
uma reta. 


12. O primeiro jogador vai vencer se colocar 
adotar uma estratégia simétrica. 


u primeiro rei no centro do tabuleiro e depois 


13. O segundo jogador ganha em ambos os casos, usando (a) simetria em relação a uma 
reta; (b) simetria em relação a um ponto. No primeiro caso, a demonstração é bem simples: 
o segundo jogador só mantém a simetria colocando sempre seu bispo no quadrado simétrico à 
jogada anterior do primeiro jogador em relação à reta entre a quarta e a quinta linha do tabuleiro. 
Como dois quadrados simétricos em relação a esta reta sempre têm cores diferentes, não podemos 
encontrar a situação em que a jogada do primeiro jogador impede a jogada simétrica do segundo. 

A solução para o segundo caso é mais delicada, embora a ideia seja semelhante: o segundo 
jogador usa simetria em relação ao centro do tabuleiro. Deixamos os detalhes a cargo do leitor. 


14, O segundo jogador vence usando uma estratégia de simetria em relação a um ponto. 


15. O primeiro jogador vence se começar removendo a peça no centro do tabuleiro e depois 
seguir uma estratégia de simetria em relação a um ponto, 


16. O primeiro jogador vence se começar tornando os dois montes iguais e depois adotar a 


estratégia do segundo jogador no Problema 10. 


17. O primeiro jogador vence. Ele primeiro tem que desenhar uma corda que separa os 
pontos em dois grupos de 9. Depois ele replica simetricamente cada jogada de seu oponente. 
Note que esta estratégia não depende de como os pontos estão distribuídos no círculo. 


18. O segundo vence em ambos os casos. Independente de como o primeiro jogador começa, 
o segundo jogador pode responder de modo a deixar duas fileiras idênticas de pétalas na flor. 
Depois ele pode seguir uma estratégia simétrica. 


19. Nos casos (a) e (b) o segundo jogador vence seguindo uma estratégia de simetria em 
relação a um ponto. 

No caso (c), o primeiro jogador vencerá. Em sua primeira jogada, ele deve colocar seu 
espeto na linha contendo os cubos centrais das quatro camadas 3 x 3. Depois disso, ele deve 
jogar simetricamente em relação ao ponto central da figura. 
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20. Quem perde é o jogador que retira um retângulo de largura 1. O primeiro jogador vai 
vencer se começar cortando a barra de chocolate em dois pedaços 5 x 5. Depois disso, ele joga 
simetricamente. 


21. O primeiro jogador vencerá se colocar seu primeiro x no quadrado central e depois 
responder a cada jogada do segundo jogador com um x colocado simetricamente em relação ao 
quadrado central. 


23. O primeiro jogador vence. Numeramos as linhas e colunas do tabuleiro de xadrez da 
maneira ususal, de modo que as coordenadas do quadrado al sejam (1,1) e as do quadrado h8 
sejam (8,8). As posições vencedoras são aquelas nas quais o rei ocupa um quadrado com ambas 
as coordenadas pares. A primeira jogada consiste em mover o rei para b2. 


24, O primeiro jogador vence. As posições vencedoras são aquelas nas quais ambos os montes 
têm um número ímpar de doces. A primeira jogada é comer o monte com 21 doces e dividir a 
pilha com 20 em dois montes com um número ímpar de doces. 


25. O segundo jogador vence. As posições vencedoras são aquelas nas quais o número de 
quadrados desocupados entre as peças é divisível por 3. 


26. O primeiro jogador vence, As posições vencedoras são aquelas nas quais a caixa contém 
2" — 1 fósforos. A primeira jogada deixa 255 fósforos na caixa. 


ədoras 


27. O primeiro jogador vence. As posições ven o aquelas nas quais o monte que 
contém mais pedras tem 2" — 1 pedras. a primeira jogada consiste em dividir os dois primeiros 
montes de qualquer jeito e dividir o terceiro em duas pilhas de 63 e 7 pedras, respectivamente, 


28. e jogo, o jogador que obtiver um 1 vencerá. Será o primeiro jogador se ele reconhe: 
que escrever um número ímpar é uma posição vencedora. 


29. No caso (a) o segundo jogador vence e, no caso (b), é o primeiro que vence. As posições 
vencedoras são aquelas nas quais cada monte contém um número ímpar de fósforo: 


Para os Problemas 32-38, damos respostas obtidas através da análise a partir do final de 
jogo. O leitor pode completar os detalhes. 


32. O segundo jogador vencerá. A Figure 152 mostra a distribuição dos sinais de mais e de 
menos. 


33. Podemos reformular ambos os casos (a) e (b) em termos de um tabuleiro de xadrez. 


Ocorre que o jogo (a) é equivalente ao jogo do Problema 23. As distribuições dos sinais de ma 
e de menos em ambos os casos são idênticas e estão ilustradas na figura para o Problema 23 
(Pigura 55). 

34. Vence o primeiro jogador. Depois de uma reformulação em termos de um tabuleiro de 
xadrez, a distribuição dos sinais de mais e de menos é dada na Figura 153. 


35. Este problema fornece um exemplo no qual uma interpretação geométrica não é essencial 
para uma análise a partir do final de jogo. Aqui é conveniente marcar cada número com um 
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FIGURA 153 


sinal de mais ou de menos. O sinal de mais vai marcar os números que são múltiplos de 10. 
Portanto, vencerá o segundo jogador. 


36. As posições vencedoras são os números de 56 a 111, ou de 4 a 6. Logo o primeiro jogador 
vence obtendo qualquer dos números 4, 5, ou 6. 


37. As posições vencedoras são 500, 250, 125, 62, 31, 15, 7 e 3. Vence o primeiro jogador. 
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38. As posições vencedoras são os múltiplos de 3. O primeiro jogador vence subtraindo, por 
exemplo, 1, 4 ou 16 na primeira jogada. 


9. INDUÇÃO 


8. A base pode ser n = ] ou n = 2, Para provar o passo indutivo, vamos considerar k + 1 
ilo. Os segmentos ligando todos esses pontos exceto o (k + 1)-ésimo dividem 
ulo em k(k — T)(k — 2)(k — 3)/24 + k(k — 1)/2 + 1 partes pela hipótese de 
indução. O segmento ligando o (k + 1)-ésimo ponto com o i-ésimo (ond. m inteiro positivo 
menor ou igual a k) intersecta (i—1)(k—i) outros segmentos, Assim, adicionando este segmento 
aumentaria o número de partes em (i — T)(k — i) + 1. Adicionando todo: egmentos que 
conectam o (k + 1). no ponto com os outros k pontos aumentaria o número de partes em 


14+(1:(k—2)+1)+...+ (i 1)(k—i)+1)+...+((k—2):1+1)+1 


esta última exp) 


ão pode ser escrita na forma 
(k+1I(1+2+... +) (1? +2? +... +K) k? +k. 
Usando as identitidades 


1+2+...+ 


(veja a solução do Problema 6) e 


Pais. qt BR DRA) 


6 
(veja o Problema 10), obtemos 
DAMARSDATD E + (i-k i) +1) ct (Mk = 2) 14141 
ki 2 ki Heja 
- Aeta N mes aran DAR A 


Falta verificar que 
k(k-1)(k-2(k-3)  k(k-1) peir MRE DRA) 
( E +20 ++ 6 
_ (k+1)k(k-1)(k- A ETE 
= A a 


que é simplesmente um cálculo algébrico. 


=k? +k) 


9. A baseé n= 1. Vamos provar o passo indutivo. Pela hipótese de indução, temos 
1+3+...+(2k-1)=kK?. 
Assim, 
143+... +(2k—1)+ (2(k+1)-—1) =k? + (2(k+1)- 1) = (k +1). 
10. A base én = 1. Vamos mostrar o passo indutivo. Pela hipótese, 


k(k+1)(2k +1) 


24,22 2 = 
144244.. 4k = 6 
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Assim, 


1742? +... +k? + (k41)? +(k+1)? 


kt KA 22 + 1) +) 

A $ 
11. A base én = 2, o que é óbvio. Pela hipótese, temos 
(k—1)k(k+1) 
E SR 


_ k(k+1)(2k+1) 
=z. 


1:-2+2:3+...+(k-1)- k= 


Assim, 


1:-2+2-3+...+(k-1)-k+k-(k+1)= 


LM ak4) 


k(k + T)(k +2) 
ER TR 
12. A base én =2. Pela hipótese, 

1 o 1 Jeni 1 kk] 

12023 CCOR-IKO k 


Assim, 
Does cmd fia do 
1.2 23 (K= Dk k(k+1) k Kk+1)  k+T" 


13. Use indução em n. A base é n = 1. Vamos provar o passo indutivo. 


k+l 1 
1H. =. 


Assim, 
xti 


Ter xt x+ = 
x-1 


14. Vamos fazer a indução em n. A base (n = 1) é bastante clara. Para provar o passo de 
indução, começamos da seguinte maneira: 
1 1 1 k 
+ Ha = . 
a(a+b) (a+b)(a+2b) (a+(k=Db)(a+kb) a(a+ kb) 


Assim, 
e oee Ce 1 + 1 
a(a+b) (a+b)(a+2b) `° (a+(k—1)b)(a+kb) (a+ kb)(a+ (k+ 1)b) 
k 1 k+1 
= aa Fkb) i (a +kbla + (k+ )b) ala+ (KT) 


15. Vamos fazer a indução em n. A base é n =0: 
m! (m+1)! 
o mT 
Para o passo indutivo, temos (por hipótese): 
m! y (m+1)! E (m+k)! E (m+ k+ It 
o! 4 k! ki(m +1) 
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Assim, 
m! mil mtk) (m+k+1)! (m+k+1)! (m+k+1)! 
o! T! ad k! (k+)! Kim + 1)! FT! 
_(m+k+I!/ 1 1 \_ (m+k+2)! 
a k! (mm E) y 


16. Abascén=2, Por hipótese, 


(=) C) = (e) 
6- (59) C-e) l-e) 


Atifi 1 NO t 
— (K+12) 2(k+1)' 
17. A baseén = 1: 1° +2 +3? =36 e 36 é divisível por 9. 


Agora o passo indutivo. Pela hipótese de indução, k? + (k + 1)? + (k + 2)? é divisível por 
9. Logo, 


Assim, 


(k1)? + (k+ 2)? + (k +3)? = (K? + (k +1)? + (k+ 2)3) + (k +3)? — k? 
= (K? + (k + 1)? + (k + 2)°) +9(k? + 3k +3) 
também é divisível por 9. 
18. A base én = 1; 34 +8 — 9 = 80 c 80 é divisível por 16. 
Vamos provar o passo indutivo. Pela hipótese, 32k+2 + 8k — 9 é divisível por 16. Temos 
(3h + 8(k + 1) — 9) — (342 + 8k — 9) = 32642 . 8 + 8 = 8(32+2 + 1). 
O número 3?K+2? + 1 é par, logo 8(32?¥+2 + 1) (e, portanto, 32844 + 8(k + 1) — 9) é divisível por 
16. 
19. Abascén=1:4"+15-1=18. 
Vamos provar o passo indutivo. Sabemos que 48 + 15k — 1 é divi 
(48 E IS(k +1) = 1) — (4 +15k— 1) =48.3+15=3(48 +5). 
O número 4* tem resto 1 quando dividido por 3. Logo 48 + 5 é divisível por 3 e, portanto, 
3(4* + 5) é divisível por 9. 


20. A baseén = 1; 11? +12? = 23 . 133. 
Além disso, pela hipótese de indução, sabemos que 11K+2? + 122k+1 é divisível por 133. 
Portanto, 


ível por 9. Temos, então, 


115K+3 + 122K+3 = nus? + 122k+1) + 133- 122k+ 1 
Logo, 11¥+3 + 122k+3 é divisível por 133, 
21. A base én = 1: o número 2? + 1 é divisível por 32. 
Então sabemos que 23º +1 é divisível por 3**!, Além disso, 


B* p= (8) + = (2 +1) (237 -2 + 1). 
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2 
Falta provar que (23º) — 23º 41 é divisível por 3. O número 23” tem resto 2 ao ser dividido 
p 
2 
por 3. Logo, o resto de (23º) —23* +1 ao ser dividido por 3 é zero. 
E 


22. A base én = 0, n = 1. ambos óbvios. Para provar o passo indutivo de n para n + 1, 
precisamos mostrar que ab"+! + e(n + 1) + d é divisível por m. Vamos usar o fato de que o 
elemento anterior da sequência ab" +cn+d é divisível por m e multiplicá -lo por b. Temos que 
abrt! + cbn + bd é divisível por m, logo falta provar que e(n +1 — bn) + d(1— b) também é 
vel por m. Somando (b— 1)cn, que é divisível por m, obtemos c+ d(1 —b), que também é 
vel por m, já que pode ser representado como (ab — a +c) — (a + d)(b—1). Isto completa 
a demonstração do passo indutivo. 


: a desigualdade 2! > 1 é certamente verdadeira. 
rar o passo indutivo. Pela hipótese, 28 > k. Logo, 


ati =2.2k>2k>k+1. 


23. Abascén= 
Vamos demons! 


24. a) Resposta: n > 3. 

Paran = 1,2, temos 2" < 2n +1. Vamos provar por indução em n que, para todo n > 3, 
a desigualdade 2" > 2n + 1 é válida. 

Abascén=3:23>2:3+1. Para provar o passo indutivo, começamos com 2º > 2k + 1. 
Então, 


att =2.2k>4kw2>24k4 1) +]. 
b) Resposta: n = 1, n > 5. 
Para n =, temos 2! > 1? e, para n = 2, 3 € 4, temos 2" < n?. Vamos provar por indução 
em n que, para n > 5, a desigualdade 2" > n? é válida. 
A base én =5; 25 >52, Para o passo indutivo, sabemos que 2¥ > k2, Assim, 
qu = 2k 42K > k? +2k+1 = (k +1)? 


(usamos a desigualdade 2¥ > 2k + 1 demonstrada no Problema 24a). 


25. Abascén=2: } +} =% >$. Além disso, pela hipótese de indução, giy + prz + 
«ti > H. Logo, 
Tap r 1 
k+2 k+3 ° 2k 


1 1 1 1 1 1 
(trate) tata Ea 

Spas diodos É 

k+l k+2 CCO Ta? 
pois mept + RTI > 162 = E: 


26. Abascén=2en=3:4>14+2V2,8>1+3-2. Como 
2K > 142, 


obtemos 
21 >242kV2-T > 1+ V2. kV, 


Só falta observar que VŽ- k > k+ 1 para k > 3. 
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27. Precisamos provar que |a; +a2 +... + an| < lai|+la2l+ ...+ lan] para qualquer inteiro 
positivo n e quaisquer números reais ay, az, ..., An. Provaremos esta afirmação por indução 
em n, 

A base én = l, n = 2, Para n = 1 a afirmação é evidente, Para n = 2 temos |a; + aa] < 
laı| + lazl, uqe pode ser demonstrado por uma análise simples caso a caso considerando todas 
as quatro combinações possíveis de sinais. Usando a base, obtemos 


lai +a2 +... + ak + ak+ıl < lai +az2 +... + akl + laksi. 
Então 
lai +az +... + akl + lak+ıl S lail + la2| +... + ax + age]. 
28. Use indução em n. A base é n = 2: (1 +x)? =1+2x +x? > 1+2x para x #0. 
Pela hipótese de indução, (1+ x)*¥ > 1+ kx e temos 
gts (1+x)(1+kx)=1+(k+1)x+kx? >1+(k+1)x 

(lembre-se de que 1 +x > 0). 

29. Abascén= 


Por hipótese, 
1 k-10) 


3.50. 
24.6....002k; > VRT 


135 (2k-1) 2k+1 1 2k4+1  vVZKT] 
2:46 2k  2k+2 ` Vk+FIT 2k+2 2k+2' 


Falta provar a desigualdade 
vk (a 
2k+2 ` Vk+3 
Esta desigualdade é equivalente à seguinte: (2k + 1)(2k +3) < (2k + 2)2, que é evidente depois 
de expandir ambos os lados. 


Portanto, 


33. Abascén=]en=2. A demonstração do pi 
ak+1 = 3ak — 2aķ-1 =3(2¥ +1) —2(217} + 1)=28+1 41, 


> indutivo também é bem simples: 


34. De fato, a3 = 1, a4 = —1, aṣ = —2, aç = —], a7 = 1 e ag = 2. Então, para n = 1 e 
n=2, temos an+6 = an. Então uma “indução forte” (veja a §4 do Capítulo “Indução”) nos dá 
a demonstração. 


35 Podemos verificar diretamente para os números naturais de 1 a 5. Dado um número 
natural x, seja Fn o maior número de Fibonacci menor ou igual a x. Temos, então, O < 
X= Fn < Fn-1 (pois x < Fn+1 = Fn + Fn-1) e, portanto, x — Fn pode ser representado como a 
soma de diversos números de Fibonacci diferentes e menores do que Fn-1. 


36. Vamos provar a seguinte afirmação por indução em n: 
Os restos dos números de Fibonacci Fn e Fn4s quando divididos por 3 são iguais para todos 
os números naturais n. 
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Abascén=len=2:F = l, Fz = 1, Fọ = 34, Fio = 55 e vemos que os restos de Fı e 
de Fo (e de F2 e de Fio) são iguais. 

A demonstração do passo indutivo é muito semelhante à solução do Problema 34. Pela 
hipótese de indução, Fk+s e Fk (Fk+7 e Fk-1, respectivamente) têm o mesmo resto quando 
divididos por 3. Logo, os restos de Fk+9 = Fusg + Fkey e de Fk41 = Fk + Fk-1 são iguais. 

Falta calcular os restos dos oito primeiros números de Fibonacci, Eles são 

1,1,2,0,2,2,1,0. 


Logo, o n-ésimo número de Fibonacci é div 


ível por 3 se e somente 


n é divisível por 4. 


42. Vamos provar por indução em n. A base n = 1 é trivial, 

Para provar o passo indutivo, vamos mostrar primeiro que, usando uma calculadora, pode- 
mos obter um número natural menor do que n, Para mostrar isso, escolhemos dois números 
entre n, m e O com a mesma paridade e calculamos sua média aritmética x. Pelo menos um dos 
números olhidos é diferente de 0. Substitua este número não nulo por x e repita a operação 
para o novo trio de números. Repetimos este procedimento até que um dos números positivos 
no trio fique menor do que n (isso vai acabar acontecendo, pois a soma de dois números positivos 
no trio diminui depois de cada operação). 

Seja Lo maior número natural menor do que n que pode ser obtido usando uma calculadora. 
Suponha que LZn — 1. Pela hipótese, todos os números naturais de 1 a L podem ser obtidos 
usando uma calculadora. Se le n tiverem a mesma paridade, poderemos calcular a média 
aritmética y de Le n, o que contradiz a definição de l, já que L< y < n. Se len não tiverem 
a mesma paridade, poderemos calcular a média aritméti 
contradição. 


de L— 1 en, e chegamos à mesma 


43. Dica: o passo indutivo segue da fórmula 
32" +1) — 22"! +1) 


que é verdadeira para todo inteiro n. 


41 


44. Vamos usar indução em m. A base é m = 1; 2º! > n. Esta desigualdade segue do 
resultado do Problema 23 e pode ser demonstrado por indução em n. 
Pela hipótese de indução, 2"+"=2 > mn e temos 20" Din? > 2mn > (m + Tn. 


45. primeiro, prove que qualquer quadrado pode ser cortado em diversas partes que 
+ 1 | Į 
podem ser arrumadas para formar um retângulo tendo um lado de comprimento unitário. 


46. O passo indutivo pode ser demonstrado da seguinte maneira: divida os 2"*! números 
dados em duas partes, cada uma contendo 2" números. Em cada uma dessas partes podemos 
encontrar 2"-1 números com a soma divisível por 2"! Então, entre os 2" números restantes, 
podemos escolher o terceiro conjunto de 2"! números cuja soma é divisível por 2º"! Suponha 
que as somas dos números nos três conjuntos escolhidos são 2" la, 2”™-!b e Ze, Entre os 


números a, b e c, podemos encontrar dois números com a mesma paridade. A união dos 
conjuntos correspondentes é um conjunto de 2" números cuja soma é divisível por 2". 


47. ara n círculos, a resposta é n(n — 1) + 2. Para provar isso, podemos usar indução em 
n. A base (n = 1) é clara. 

Para provar o passo indutivo. removemos, temporariamente, o (k + 1)-ésimo 
hipótese de indução, os k círenlos dividem o plano em um número de regiões que é menor on 
igual a k(k— 1) + 2. Agora “restauramos” o círculo removido. Ele intersecta cada um dos k 


íreulo. Pela 
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círculos no máximo em dois pontos e, portanto, o número de regiões no plano pode aumentar, no 
máximo, de 2k. A fórmula k(k—1)+2+2k = k(k+1) +2 completa esta parte da demonstração. 
Um exemplo da divisão pedida também pode ser obtido por indução. Construiremos exem- 


plos (um para cada número natural n) com as seguintes propriedades: 
a) três círculos nunca se encontram em um mesmo ponto; 
b) os interiores de todos os n círculo 


têm um ponto em comum; 

€) o número de regiões em que nossos n círculos dividem o plano é iguala n(n — 1) +2. 

Novamente, a base n = 1 é trivial. 

Para provar o passo indutivo, começamos com a configuração (que é suposta de existir) de k 
círculos que dividem o plano em k(k— 1) +2 regiões. Vamos adicionar outro círculo que contém 
um ponto pertencente ao interior de todos os k círculos na configuration. Podemos escolher 
este (k + 1)-é 
círculos. Esta nova configuração com K + 1 círculos satisfaz todas as condições desejadas. 

Para n triângulos, a resposta é 3n(n — 1) + 2. A demonstração é semelhante à que fizemos 
acima, exceto que dois triângulos podem se inter: 

Para construir uma configuração com n tr 
podemos d 


imo círculo de tal modo que ele 


> contém os pontos de interseção dos outros 


actar no máximo em 6 pontos, 

agulos dividindo o plano em 3n(n — 1) + 2 
senhar n triângulos equiláteros congruentes com o mesmo centro e tais que 
>s nunca se encontram 


três deh 


1 um ponto. 


48. Usamos indução no número n de círculos. A base én = 1. 


imo círculo e sua corda, 
Pela hipótese de indução, as regiões do plano criadas pelos k círculos com suas cordas podem 
ser coloridas usando-se 3 cores (digamos, vermelho, azul e verde) satisfazendo a condição dada. 
r o círculo que retiramos e sua corda. A corda divide o interior do círculo em 
duas regiões. Vamos mudar as cores em uma das regiões usando o seguinte esquema: vermelho 
= azul, azul — verde, verde — vermelho e mudar as cores na outra região usando o esquema: 
vermelho — verde, verde — azul, azul — vermelho. As cores das regiões que estão fora do 


Para provar o passo indutivo, remova, temporariamente, o (k+1)-: 


(k+ 1)-ésimo círculo permanecem sem mudanças. Na coloração resultante, as cores das regiões 
adjacentes do plano são diferentes. 


49. O princípio de indução matemática implica o “princípio da boa ordenação”. De fato, su- 
ponha que o princípio de indução matemática é verdadeiro e que o “princípio da boa ordenação” 
não é. Seja S um conjunto não vazio de números naturais que não contém um menor elemento. 
Vamos provar por indução que qualquer número natural n não pertence a S (o que contradiz o 
fato de que S não é vazio). 

Abascén=1. Se 1 € S, então 1 é o menor elemento de S. 

Vamos mostrar o passo indutivo. Pela hipótese, os números 1, 2, ..., k não pertencem a $. 
Então, se k + 1 € S, temos que k + 1 é o menor elemento de S 

Vamos provar que o princípio da boa ordenação implica o princípio de indução matemática. 

Suponha que o princípio da boa ordenação é verdade enquanto o princípio de indução ma- 
temática não é. Considere uma série de proposições tais que a primeira proposição é verdadeira 
e para qualquer número natural k a verdade da k-ésima proposição na série implica a verdade 
da (k + 1)-ésima proposição. Forme o conjunto dos números naturais n tais que a n-ésima 
proposição na série não é verc 


adeira. Suponha que este conjunto não é vazio e seja no seu 
menor elemento. Então a (no — 1)-ésima proposição é verdadeira, mas a noésima proposiç 
não é. Esta contradição à nossa hipótese completa a demonstração. 
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10. DIVISIBILIDADE-2 


3. Mude a solução do Problema 2 subtraindo as igualdades em vez de somá-las. 
5. Isto é um corolário imediato do Problema d. 
8. 30 = (—1)?? =—1 mod31, 6110 = (-1)190 = 1 mod31. 
9. b)Multiplicando, podemos verificar que 
a" +br=(a+b)laro! = anrcZb +, 


retro), 


10. Considere as parcelas com os números k e n— ja, k" e (n—k)", Como n é ímpar, 
os restos de k" e (—k)" têm sinais opostos. Então a soma dessas duas parcelas é divisível por 
n. Como a soma pode ser dividida em (n — 1)/2 desses pares, obtemos o resultado desejado. 


11. Nenhum número da forma 8k +7 pode ser representada como a soma de três quadrados. 
De fato, um quadrado perfeito pode ter resto 0, 1, ou 4 quando dividido por 8. é fácil ver que 
a soma de três desses restos não pode nos dar o resto 7. 


13. Use a identidade x? — y? = (x — y)(x + y). 


14. Dica: mostre que, se x é um número conveniente, então 1000001—x também é conveniente. 


15. As respostas são a) não; b) não. De fato, o último algarismo de um número determina 
o último algarismo de seu quadrado. Depois de analisar todos os últimos algarismos possíveis 
e seus quadrados, podemos ver que os últimos algarismos dos quadrados só podem ser iguais a 
0,1,4,5,6€ 9. é claro que isto pode ser expresso usando-se a linguagem de “mod 10”. 


16. Existem diversas respostas. Por exemplo, —1 oun — 1. O resto do número dado quando 
dividido por n é 1. 


17. A resposta é 5. 
18. A resp 


19. a) Como k é divisível por 3, concluímos que k — 1 = 2 mod3. Para completar a 
demonstração, basta lembrar que quadrados perfeitos não podem ter resto 2 quando divididos 
por 3. 


b) Como k é par mas não é divisível por 4, temos k+ 1 = 3 mod4. Agora usamos o fato de 
que quadrados perfeitos só podem ser congruentes a 0 ou a 1 (mod 4). 
20. Não, já que n? +n +1 não pode ser divisível por 5. De fato, temos cinco classes de 
congruência módulo 5. Sen = Omod5, então n?+n+1 = 1, sen = Imod5, etãon?+n+1 = 3, 
ete. Logo n? +n + 1 nunca é congruente a zero, ou seja, n2 +n + 1 não pode ser divisível por 
5 e, portanto, por 1955. 


22. Vamos provar que a soma dos divisores é divisível por 3 e por 8. Para provar que esta 


soma é divisível por 3, vamos dividí-la em pares de divisores (k, n/k) (note que k £ n/k já que 
n não pode ser um quadrado perfeito square. Por quê?) e prove que a soma dos números em 


cada um desses pares-—ou seja, k+n/k-—é divisível por 3. De fato, k não pode ser divisível por 
3 (caso contrário, n seria divisível por 3, o que é obviamente impossível). Portanto, k = Imod3 
ou k = 2mod3. No primeiro caso n/k = 2 mod 3 e no último caso n/k = 1 mod3 (lembre que 
n+1 é divisível por 3). Logo, em qualquer caso, k +n/k é um múltiplo de 3. A segunda parte 
da demonstração (que mostra a divisibilidade por 8) é semelhante. 
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23. a) Vamos considerar os restos dos elementos da sequência quando divididos por 4. Temos 
a, = az = Imod4. Consequentemente, a; =1-1+1=2,04=21+1=3,05=3-:2+1=3, 
aç=3:3+1=2,07=2:3+] =3e temos um ciclo que não contém ne 
resto igual a zero. 

b) Vamos considerar os restos dos elementos da sequência quando divididos por an.Um 
cálculo simples mostra que an+1 = 1, Qn+2 + An+3 = 2,..., An+6 = 22. Logo, aAn+6 — 22 é 
divisível por an e, sen + 6 > 10, então é claro que an+6 > An > 1. 


hum elemento com 


25. Dica: todas as potências de dez, a partir de 100, são divisíveis por 4. 


26. Um número é divisível por 2" (ou por 5") se e somente se o número formado por seus 
últimos n algarismos é divisível por 2" (ou por 5"). 
28. Os dois últimos algarismos do quadrado de n só dependem dos dois últimos algarismos 


——— —2 

do próprio n. Suponha que n =... ab. Temos ab” = (10a +b)? = 100a? + 20ab + b2, é claro 
que o algarismo das dezenas do número b? tem que ser ímpar. Uma análise caso a caso mostra 
que o algarismo das unidades tem que ser, então, igual a 6. 


29. Dica: considere congruência módulo 16. 


82. As resposta: ı módulo 9, 


são a) não; b) não. Use congruên 
33. A resposta é 7. Use congruência módulo 9. 


34. Os algarismos do número original e do número com os algarismos em ordem inversa têm 
a mesma soma e, portanto, o mesmo resto quando divididos por 9. 


35. Isso pode ser feito de seis maneiras diferentes: 1155, 4155, 7155, 3150, 6150, 9150. De 
fato, o último algarismo tem que ser igual a 0 ou 5. Além di; 9 é divisível por 3 
ou 


50, NOSSO númei 


ja, a soma de seus algarismos tem que ser divisível por 3. 


36. 


tem dois di s números: 6975 e 2970. Veja a solução do problema anterior. 


37. Resposta: 1.023.457.896. Dica: em primeiro lugar, qualquer número que tenha todos 
os 10 algarismos em usa representação decimal tem que ser divisível por 9. Além disso, a 
divisibilidade por 4 só depende dos dois últimos algarismos de um número. Portanto, o número 
desejado começa com 10...e tem que terminar com um algarismo par. Uma análise simples 
caso a caso nos leva à resposta. 


38. Dica: encontre um ciclo nos restos dos números 2™ quando divididos por 3 e também 


nos algarismos das unidades desses números. 


39. A resposta é não. Pelo teste usual (veja p Problema 31) temos 1970 = 8 mod9. Mas 
nenhum quadrado perfeito é congruente a 8 módulo 9. 


40. Como, depois da primeira subtração, o resultado é divisível por 9, todos os números 
que obtivemos no processo tem a soma de seus algarismos maior ou igual a 9. Portanto, se o 
número original era menor ou igual a 891 = 9.99, a demonstração é óbvia. Deixamos a cargo 
do leitor a investigação do restante do conjunto de números com três algarismos. 


41. Como 44448 < 103444, é fácil ver que A < 44440. Portanto, B < 5-9 = 45, o que 
implica que a soma de seus algarismos é um número com um algarismo. Sabemos, também, 
que A e B (e a soma de seus algarismos) são congruentes a 444444 módulo 9. Ou seja, todos 
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eles têm resto 7 quando divididos por 9. Logo, a soma dos algarismos de B tem que ser igual a 


7. 


43, 44. Esses números são divisíveis por 11. 


45. O número aabb é divis 


ível por 11. enquanto que cdcdcdcd não é. 


46. O conjunto (1, 2,3, 4, 5, 6) não pode ser dividido em duas triplas de modo que a 
diferença das somas dos números nessas triplas seja divisível por 11. 

47. Esses dois núme: 
por 11. 


48. A resposta é não. De fato, se você multiplicar qualquer dos quatro algarismos dados por 
9, você não vai poder obter um desses algarismos novamente na casa das unidades da resposta. 


49. De fato, aba = 101a + 10b =7(14a + b) +3(a + b). 
50. Como 2(a + b + €) = 0 mod7, obtemos abc = 100a + 10b + c 
b — c mod 7. Portanto, abe é divi 


em conside 
ser divisível por 7 se os dois algari 


s têm o mesmo resto quando divididos por 9 e também quando divididos 


2a +3b + c mod7 
b — c é divisível por 7. Levando 
s do que 7, essa diferença só pode 


ível por 7 se e somente 
o que ambos os algarismos b e c são menore 
mos forem iguais. 


51. a) Supondo b), temos abcdef = 1000abc + def = def — abc mod7. 

b), e) Um número é divisível por 7 (ou por 13) se e somente se a seguinte operação nos dá 
3 de 
e some e subtraia, alternadamente, os números resultantes. Exemplo: 10.345.678. 
A operação descrita nos dá 678 — 345 + 10 = 343, que é divisível por 7. Logo, o número original 
também é divisível por 7. De fato, ele é igual a 7: 1477954. Deixamos a cargo do leitor a 
demonstração dess eles usam o fato que 1001 é divisível por 7 e por 
13. 


um número divisível por 7 (ou por 13): começando à direita, agrupe os algarismos do núm 


três em tr 


es testes de divisibilidade 


52. Um número é divisível por 37 se e somente se a soma dos números formados pelas triplas 
de seus algarismos consecutivos é divis 7. Exemplo: 830.946. A operação descrita nos 
neluir que 946 também é 
divisível por 37. De fato, ele é igual a 37.22458. A demonstração é semelhante à demonstração 
no Problema 51, Ela usa o fato de que 1000 = 1 mod 37. 


vel por 


dá 830 +946 = 1776, que é divisível por 37. Portanto, podemos 


53. A resposta é não. Como abc — cba = 99(a — c), onde a e c são algarismos diferentes, 
temos um número que é divisível por 11, mas não por 12, 


54. Resposta: este número tem trezentos alg 
3 e por 333...33 (cem algarismos iguais a 3), que são primos entre si. Para provar que este 


ismos iguais a 1. De fato, ele é divisível por 


é o menor número com a propiedade desejada, note que o número desejado tem que ter um 
número de algarismos divisível por 100 caso contrário, não seria divisível por 111... 11 (cem 
algarismos iguais a 1). Além disso, os números 111... 11 (cem algarismos iguais a 1) e 111... 11 
(duzentos algarismos iguais a 1) não são divisível por 3. 

55. A resposta é não. Supondo, por absurdo, que fosse verdade, vamos considerar a con- 
gruência módulo 5. Como a soma dos n primeiros números naturais é n(n + 1)/2, temos que 
2(n(n+1)/2+1) = n(n+1)+2 tem que ser divisível por 5 (de fato, os últimos algarismos de 
n(n + 1)/2+1 seriam ... 1990). Substituindo todos os cinco restos possíveis da divisão por 5. 
ou seja, 0, 1, 2, 3 e 4, vemos que isto não é verdade, o que prova que a resposta é não. 
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57. Este problema tem três soluções: 23, 46 e 69. Escreva 102a +b = 90a +9b. Simplifique 
para encontrar 3a = 2b e lembre que a e b são algarismos. 


58. Como qualquer número da forma aabb é divisível por 11, sabemos que a raiz quadrada 
do nosso número tem que ser um número com dois algarismo divisível por 11 (ou seja, com 
algarismos iguais). Calculando os quadrados desse 9 números, de 11 a 99, vemos que a única 
resposta é 7744 = 88?. 

59. As respostas são 625 e 376. Dica: o algarismo das unidades tem que ser 0, 1, 5 ou 
6. Depois analise o algarismo das dezenas analogamente, depois o algarismo das centenas. 
Lembre-se de que 000 e 001 não são números válidos de três algarismos. 


60. Podemos provar que, mais cedo ou mais tarde, este número será divisível por 11. De 
fato, se denotarmos algum dos número gerados desta forma por x, então o próximo número será 
100x + 43 — 1 mod11. Isto significa que depois de no máximo 10 operações o número será 


congruente a zero módulo 11. 


61. Em primeiro lugar, 10001 = 73- 137, o que não é óbvio, mas ainda assim é verdade. Em 
segundo lugar, para provar que qualquer outro número 10001... 10001 na sequência é composto, 
vamos multiplicá-lo por 1111. O resultado tem 4k algarismos (k > 2) e, portanto, é divisível 
por x = 1000...001 = 102 + 1 (de fe 


111...11 = 1000...001 + 111...11). 


Ak algarismos 2k+1 algarismos 2k algarismos 


Finalmente, usamos o fato de que x é maior do que 1111 e menor do que o número original. 
Portanto, o número original tem que ser divisível por x/mde(x, 1111) > 1. 


inteiras. A expressão à esquerda do sinal de igualdade 
ão à direita nunca é. 


63. Esta equação não tem raíze 
sempre é divisível por 3, mas a expre 


65. As soluções são da forma (x = 16k — 2, y = 
inteiros. 


7k +1}, onde k assume todos os valores 


66. Nosso problema pode ser reduzido à solução de uma equação diofantina ordinária. Fa- 
zendo p = z, temos 
2x +3y = 11 -5p 

onde consideramos p como um parâmetro desconhecido, em vez de uma variável, Usando a 
mesma técnica que antes, obtemos a seuinte resposta: x = 5p + 3q — 11, y = 11 — 5p — 2q e, é 
claro, z = p, onde p e q são inteiros arbitrários. 

Não existem soluções nos números naturais, pois algum dos números x, y e z for maior do 
que 1, então a soma 2x + 3y + 5z será maior do que 11.) 


67. é possível mover o peão para um quadradinho vizinho se e somente se os números m e n 
forem primos entre si. De fato, se fizermos k movimentos para a direita (deslocando o peão m 
quadradinhos para a direita em cada um desses movimentos) e l movimentos para a esquerda, 
então o deslocamento resultante é igual a km — Im quadradinhos para a direita (um resultado 
negativo significa um deslocamento para a esquerda). O número 1 pode ser representado por 
tal expression se e somente se os números m e n forem relativamente primos. O problema 


10s autores consideram que o zero não é um número natural; se o zero for incluído, como em muitos livros 
editados no Brasil, x = 1, y = 3, z = 0 é uma solução. 
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sobre o número mínimo de movimentos para chegar no quadradinho vizinho é muito mais 
complicado. Dica: é conveniente começar com a seguinte reformulação. Dados dois números 
naturais relativamente primos m e n, encontre números naturais k e l tais que mk- nl=1 e 
o valor absoluto da soma |k + l| é o menor possível. 


68. As respostas são (—4,9), (14,21), (4,-9) e (14,21). Analise todas as representações 
possíveis do número primo 7 como produto de dois inteiros. 


70. Não existem soluções inteiras. De fato, na equação (x—y)(x+y) = 14, ambos os fatores 
à esquerda do sinal de igualdade têm a mesma paridade e, portanto, seu produto tem que ser 
ímpar (se ambas as expressões x + y € x—y forem ímpares) ou di el por 4 (se ambos x +y 
ex—y forem pares). Mas o número 14 não é de nenhum desses dois tipos. 


71. As respostas são (2,0), (2,1), (—1,0), (—1, 1), (0,2), (1,2), (0,1), (1,1). Transforma- 
mos a equação original em x(x — 1) + y(y — 1) = 2. Como o produto t(t— 1) nunca é negativo 
e é maior do que 2 se t > 2 ou t < —1. temos que considerar apenas alguns pares (x,y) 


73. Nãoe 


tem soluções inteiras. Dica: use congruência módulo 7. 


75. Não existem soluções inteiras. Dica: use congruência módulo 5. 


Di 


76. Não existem soluções inte use congruência módulo 8. 


famílias de 


tem tr soluções (1, a, —a), (b, 1,—b), (c;-c,1), onde a, b e 
c são inteiros arbitrários. E existem três soluções a mais: (1,2,3), (2,4,4), (3,3,3). Dica: se 
todos os números forem positivos, pelo menos um deles não pode ser maior do que 2 ou todos 
eles são iguais a 3. Se um dos números—digamos, a—for negativo, então 1/b + 1/c > 1 e 
significa que b ou c é igual a 1. 


80. As respostas são x = +498, y = +496 e x = +78, y = 64 (os sinais podem ser 
escolhidos independentemente). Para provar serevemos a equação da seguinte maneira: 
(x — y(x +y) =2:2:7:71 (o número 71 é primo). Podemos supor, temporariamente, 
que x e y são positivos (depois podemos colocar sinais arbitrário nesses números). Só temos 
duas representações do número 1988 como um produto de dois inteiros positivos com a mesma. 
paridade (veja a solução do Problema 70): 1988 = 2-994 e 1988 = 14.142. Igualando os fatores 
X=Y, x+y a esses números completa a solução. 


81. Sen=pq (oude p, q > 1), então 1/n = 1/m— 1) — 1/n(n— 1) e 1/n = 1/plq- 1) — 
1/pa(g—1). Se n for primo, então, da equação original, temos n(y— x) = xy e, portanto, xy é 
divisível por n. Logo, x ou y tem que ser divisível por n. é claro que y é divisível por n, pois, 
caso contrário x > n e 1/x— 1/y não pode ser igual a 1/n. Portanto, y = kn e x = kn/(k+ 1), 
ek=n- 1. Então, só existe uma representação de 1/n: 1/n = 1/(n — 1) — 1/n(n — 1). 


82. Resposta: não existem soluções inteiras. Dica: escreva a equação na forma x? = (2y — 
1)(2y +3) e use o fato de que os fatores à direita do sinal de igualdade são relativamente pr 
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83. Esta é a famosa equação de Pitágoras. Resposta: todas as soluções podem ser descritas 
como: 


x = (a? — b?)c 
y = 2abc 
z = (a? + b?)c 


onde a, b e c são inteiros arbitrários. Dica: torne primeiro os números x, y e z relativamente 
primos dois a dois dividindo-os pelo M.D.C. 
Para uma solução completa, veja [90], Capítulo 17. 


84. Esta é outra equação famosa, conhecida como equação de Pell em homenagem ao mate- 
mático inglês do século XVII. Dica: procure primeiro soluções só não negativas. Uma del 
fácil de encontrar: é o par (1, 0) e podemos gerar todas as outras soluções a partir desta. Mais 
precisamente, se o par (a, b) for uma solução da nossa equação, então o par (3a +4b,2a +3b) 
é a próxima solução. 

Para uma solução completa deste problema, veja [90], Capítulo 17. 


86. Sabemos que ka — kb é divisível por kn. Logo, k(a — b) = mkn e temos a — b = mn, o 
que prova o resultado, 


87. O “pequeno"teorema de Fermat implica que este resto é igual a 1. 


89. Temos 300000 = (300500)6 = 1 mod7. Analogamente, 3003000 = 1 mod 11 e também 
mod 13. Portanto, 3002000 — 7 é divisível por 7, por 11 e por 13; ou seja, por 1001. 


90. A resposta é 7, Dic: 
92. Dic 


ase o “pequeno"teorema de Fermat. 


: prove que o número dado é divisível por 31. 


93. Basta escrever a seguinte cadeia curta de igualdades e congruê 
a+b=aP+bP modp. 


s: (a+b)? = (a+b) = 


94. Dica: prove que, para qualquer inteiro x, a congruência xë = x mod30 é verdadeira 
mostrando que x? — x é divisível por 2, 3 e 5. 


95. a) Dic 


96. Escolha b = aP-2, Então, ab = a?! 


prove que p + q? — p — q é divisível por p e por q. 


1 modp. 


97. Vamos separar todos os números de 2 a p — 2 em pares de tal modo que o produto 
dos dois elementos de qualquer par seja congruent a 1 módulo p (deixamos a cargo do leitor 
a demonstração de que isto é possível). Assim, o produto de todos os números de 2 a p — 2 é 
congruente a 1. Portanto, p! = 1: (p— 1) =p- 1 = -1 modp. 


98. Como (në + 1)(n? —1) =n!8 —1 
17. 


99. a) O número 111...11 (p algarismos iguais a 1) é igual a (10? — 1)/9. Mas 10? — 1 não 
é divisível por p, pois 10º — 1 = 10 — 1 = 9 modp. 

b) O número 111...11 (p — 1 algarismos iguais a 1) é igual a (10P~?} — 1)/9 e 10P=1 — 1 é 
divisível por p, já que p é relativamente primo a ambos 10 e 9. 


= 0 mod 17, um dos fatores tem que ser divisível por 


270 R. 'AS, DICAS E SOLUÇÕES 


PC 


100. Dica: use as seguintes congruências: 10P = 10 modp, 10?” 


108 mod p. 


100 mod, ..., 108P 


11. ANÁLISE COMBINATÓRIA-2 


7. A resposta é 0$) = 120. Isso é um corolário direto da definição do número de combinações. 


8. Oofi 


soldados de ($9) maneiras. Portanto, pode-se formar um grupo para a mi 
maneir 


1 pode ser escolhido de três maneiras, os 2 sargentos de E) maneiras e os 20 


ão de 3- (5) - (82 


a) Cada triângulo com vértices nos pontos marcados ou tem um vértice na primeira 
reta e dois vér s na segunda, ou então tem dois vér na primeira reta e um na segunda, 
Existem 10» (1) triângulos do primeiro tipo e (1?) + 11 do segundo. Portanto, a resposta é 
u io 
(DAN 
»sposta: =) 
b) Resposta: (19) - (11) = 2475. 


10. Some os números de maneiras de escolher exatamente 0, 1, ..., 5 palavras do conjunto 
dado. A resposta é (3) + (D+ (F) + (D+ (D+ (F) = 


«944. 


Isso pode ser feito de (3) maneiras. Os repr 


s casais podem ser escolhidos de 2? maneiras (o marido ou a mulher de cada um 
tem (3) «23 = 32 maneiras de escolher tal com 


casai 


Vamos primeiro escolher 


ão. 


casais). Logo ex 


12. tem três casos possívi só o Pedro está no time, só o João está no time, ou 
nenhum dos dois está no time, Existem (59) times diferentes com Pedro mas sem João (porque 


dez dos colegas de classe de Pedro só podem ser escolhidos dos outros 29 alunos na classe). 


2 


Analogamente, existem Ge) com Joño mas sem Pedro. E, finalmente, existem (5) times sem 


sóis mosta é (29) 4 (29) 4 (29 
os dois. Portanto, a resposta é (To) + (yo) + (11). 


13. Como a ordem das vogais, as 
pelos lugares ocupados pelas voga 
vogais em uma palavra com 7 letras. 
14. Existem (!2) times sem nenhum menino, 10 - (2) times com 1 menino e 4 meninas, 

19) | (!2) times com 2 meninos e 3 meninas, e (19) - (17) times com 3 meninos e 2 meninas. 
Logo, existem (12) +10: (13) + (19) (13) + (19) (17) = 23.562 times d 
as condições do problema, 


im como a das consoantes é conhecida, tudo fica definido 


tem (7) = 35 maneiras de escolher 3 lugares para as 
E Bi I 


rentes que satisfazem 


15. Vamos escolher primeiro os lugares para os 12 peões brancos nos 32 quadrados pretos do 
tabuleiro de 


existem (55) maneiras de colocar 12 pe 
32). (20) = 321/1211218! 

(3) - (20) = 321/1212181. 

16. A solução é análoga à solução do Problema 6. A 
15). (10 

( 5 ) E ( 5 )/2. 

17. a) Vamos escolher um dos quatro ases, depois escolher separadamente nove outras cartas 
das 48 que não “omo a primeira escolha pode ser feita de 4 maneiras e a sgunda de 
(4º )Jmaneiras, o resultado é 4: ($$) 


adrez 


Isso pode ser feito de (43) maneiras. Depois de colocar os peões brancos, 


s pretos nos 20 quadrados pretos livres. Resposta: 


resposta: 


ão: a) (5) (5): G)/31 b) 


) as 
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b) Existem (52) maneiras de escolher 10 cartas quaisquer do baralho e (18) maneiras de 


escolher 10 cartas que não são ases. Logo, ex 
sde modo que pelo menos uma delas 


stem (45) — (45) maneiras de escolher 10 cartas 
seja um á; 


18. Temos que considerar dois casos, dependendo da paridade do primeiro algarismo do 
número. Em cada um dos casos, você pode calcular o número de maneir; 


lugares para os algarismos ímpares. A resposta é: (5) -56 + (5) 4:59. 


s de escolher os 


19. Dica: encontre todas as representações dos números 2, 3 e 4 como somas de diversos 

números naturais. Não esqueça que o primeiro algarismo não pode ser zero. As respostas são: 
9 

a) 10; b) 1+ (3) +9+9+1=55; c) 1+2(0) + (1) + (5) 31/2! + (3) = 220. 


21. a) Resposta: ($). 


b) Vamos supor que os resultados já são cont 


dos seis números “sortudos” e três dos 39 números 
182.780. 


idos. Temos que escolher exatamente três 
zarados”. Então o resultado é (5) - (37) 


22. A resposta é o número de todos os subconjuntos de um conjunto com 10 elementos; ou 
seja, 210 = 1024, 


23. A maneira de descer a escada corresponde, simplesmente, a escolher os diversos degraus 
onde você vai pisar. Portanto, o problema é equivalente ao cálculo do número de subconjuntos 
de um conjunto com 7 elementos e a resposta, naturalmente, é 27 = 128. 


25. Vamos provar que o número de subconjuntos do conjunto dado com um número par de 
elementos é igual ao número de subconjuntos com um número ímpar de elementos. Começamos 
escolhendo um dos objetos —digamos, A—que terá um papel especial mais adiante na solução. 
Vamos separar todos os subconjuntos em pares de modo que um dos subconjuntos em cada 
par tenha um número par de elementos e o outro tenha um número ímpar de elementos, Para 
isso, vamos considerar um subconjunto arbitrário do conjunto dado de objetos e, se ele tiver A 
como elemento, removeremos A dele; caso contrário, incluiremos A nele. Formaremos os par: 
colocando o subconjunto resultante junto com o subconjunto original; é claro que o número de 
“mentos nesses dois subconjuntos têm paridades diferentes. é fácil ver que, se o subconjunto S 
gerar o subconjunto S’, então esta construção aplicada a S’ vai nos dar S. Portanto, obtivemos 
a separação dos conjuntos conforme estipulado e a demonstração está completa. 


26. Uscor 


iltado do Problema 25. 


27-28. Dica: use indução no número de números 
pauta. 


do triângulo al na diagonal em 


29. Aplique os resultados dos Problemas 27 e 28. 


30. O número de maneiras de desc 


cal até o número ocu- 
as maneiras passa por 
Como o número de maneiras passando pelo 
k-ésimo número é igual a (})(„™,) = ((}))7, podemos somar esses números de manciras para 
obter o total desejado. Esta interpretação geométrica da igualdade algébrica a ser demonstrada 
mostra um dos truques mais lindos em combinatória elementar. 


br do “topo” do triângulo de 
pando o n-ésimo lugar na 2n-ésima linha é igual a (70). Cada uma 
exatamente um dos números na n-ésima lin 


34. Vamos chamar as 12 moedas de um centavo de “bolas” e as cinco bolsinhas de “caixas”. 
P + a 2 
Agora o problema é praticamente o mesmo que o Problema 31. Resposta: (12) = (!)) = 330. 
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35. Dessa vez os 12 livros são as 
transforma em um semelhante ao Problema 


bolas” e as três cores são as “caixas”. O problema se 
P posta: (12+3-') = (148) = 
2. Resposta: (HD = (D=91. 


36. Para cortar o colar em 8 partes, é necessário escolher 8 lugares entre os 30 onde os cortes 


podem ser feitos. Portanto, o resultado é (3º). 


37. Se os candidatos forem as 
lhante so Problema 32. Resposta: (31). 


38. Di 
Resposta 


“caixas” e os eleitores as “bolas”, o problema torna-se seme- 


considere os cartões postais como sendo as 
21 17 
a) (9); Db) (5). 


39. a) O primeiro passageiro pode 
passageiro também pode saltar do trem em qualquer uma das n paradas. Logo, e 
n? maneiras diferentes de sair do trem para esses dois passageiros. Como o terceiro passageiro 
também pode escolher qualquer uma das n paradas, existem nn? = n? maneiras diferentes para 
os três passageiros 


sageiros 
restantes nos leva à resposta n™. 


bolas” e os tipos como sendo as “caixas”. 


r do trem em qualquer uma das n paradas. O segundo 
stem nen = 


deixarem o trem. é clear agora que o mesmo 


rgumento para os pas 


b) Este é, novamente, um problema sobre “bolas” (pa caixas” (paradas). Então 


a resposta é (Mm), 


ssageiros) e 


40. Este problema é idêntico ao problema de representar o número 20 como uma soma de 
E = ; 22 
três inteiros não negativos. Resposta: (7) = 231. 


41. Dica: encontre as respostas para as bolas pretas e brancas separadamente, depois mul- 
infi 6 0 

tiplique os resultados. Resposta: (15) - (1$). 

42. Dica: divida o processo de distribuição das frutas em quatro etapas: maçãs, laranja, 
ameixa e tangerina. Resposta: ($) -3-3-3 = 756. 


43. Como existem (2) maneiras diferentes de colocar bolas de cada uma das tr 


s cores em 


; E paes 
s caixas diferentes, o resultado é (2). 


44, a) Cada um dos n eleitores pode escolher qualquer um dos n candidatos. Logo, o 
resultado é n™. 
b) Considere os membros de uma comunidade como sendo a 


“ P- Resnusta: Dri 
bolas”, Resposta: (25). 


aixas” e os votos como as 


45. Vamos repintar, temporariamente, as bolas vermelhas e verdes de preto e arrumar as 
bolas pretas em uma fileira. Arrumar 10 bolas pret modo que duas bolas 
azuis nunca fiquem uma do lado da outra é o mesmo que colocar 5 bolas azuis em 11 “buracos” 
entre as bolas pretas e nas extremidades da fileira de bolas pretas, de modo que duas bolas 
azuis nunca estejam no mesmo buracos. Ou seja, basta escolher 5 buracos entre 11- isso pode 


ser feito de (1!) maneiras. Finalmente, existem (!º) maneiras de repintar as bolas pretas de 


s e 5 bolas azuis de 


5 
vermelho e de verde. Logo, a resposta é (1) (1$) = 116424. 


46. Dica: sabemos que 1000000 = 26 - 56, Cada fator pode ser completamente determinado 
pelo número de fatores iguais a 2. e a 5 em sua decomposição. O número total de fatores iguais 


a 2 é 6 o número total de fatores iguais a 5 é o mesmo. Resposta: [($)] =784. 
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47. Vamos remover os livros escolhidos e considerar os sete livros remanescentes. Entre 
quaisquer dois deles e nas extremidades da prateleira, temos um espaço vazio (causado por um 
livro que foi retirado) ou não. O conjuntod dos espaços vazios especifica, de maneira única, o 


conjunto dos livros escolhidos. A resposta, portanto, é (E); 


48. Como só temos duas contas azuis, o tipo de pulseira estará completamente determinado 
pela distância entre essas duas contas medida pelo número mínimo de contas (independente da 
cor) entre elas. Esta quantidade só a: 0, 1 e 2. Logo, existem apenas 3 tipos 
diferentes de pulseiras. 


me três valore 


49. Esse problema é uma aplicação dos resultados básicos do capítulo. As respostas são: a) 
(22) = 27.405; b) 30-29-2827 = 657.720. 


50. Vamos calcular primeiro o número de todas as palavras com seis letras. 
das 26 letras pode ficar em qualquer um dos 6 lugare: 
diferentes com seis le 
A (nesse caso só serão usadas 25 letras). Portanto, existem 26º — 256 
contendo pelo menos uma letra A. 


. Qualquer uma 
Logo, é possível escrever 266 palavras 
usando ase 26 letras do alfabeto, E existem 25º palavras sem a letra 
64775151 palavras 


51. é possível começar desenhando o caminho em qualquer um dos seis vértices do hexágono. 
O segundo ponto pode ser escolhido de 5 maneiras e assim por diante. Existem, então, 6! 
maneiras diferentes de desenhar tal caminho. Mas cada caminho foi contado exatamente seis 
zes nesse cálculo, j a que cada um dos vértices poderia ter sido escolhido como o primeiro. 
stem 61/6 = 5! caminho: 


ve; 
Portanto, ex 


52. a) Um número divisível por 4 e escrito com os algari 
12, 24 ou 32. Em cada um desses casos, existe duas maneiras diferentes de usar os outros dc 
algarismos no início do número. A resposta é 3.2 = 6. 
b) Nesse caso o número precisa terminar com 12, 24 
pode ser usado em qualquer uma das duas posições restantes. Portanto, o resultado é 4-4? = 64, 


smos dados têm que terminar com 


2 ou 44. Cada um dos 4 algarismos 


58. Tudo fica determinado especificando-se os 
filha. Como existem (2) maneiras de escolher três entre cinco dias 


três dias em que o pai dá uma pera para sua 
a resposta é (3). 


: 2 ; i 
54. Existem (2) maneiras de escolher 6 atores par 
s fii m de fora 14 atori 


a primeira apresentação, Em cada um 


s que não participaram do primeiro espetáculo. Logo, 


existem (1) maneiras de escolher 6 atores para a segunda apresentação. A resposta é (2) (13). 
55. Em cada casa decimal cada um dos algarismos é usado exatamente 4? = 16 vezes. 
Resposta: 16: -(1+2+3+4) = 17760. 

56. As 6 cartas podem ser distribuídas entre os quatro naipes de duas maneiras: 1414143 


ou 14+1+4+2+2. Vamos calcular o número de escolhas diferentes para o primeiro caso. O naipe 
contendo 3 cartas pode ser escolhido de 4 maneiras. Existem (1?) maneiras de escolher 3 cartas 
deste naipe. Uma carta de cada um dos naipes restantes pode ser escolhida de 13 maneiras. 


Então, o resultado é 4 (19) +133. Um cálculo semelhante nos leva ao resultado (3) - (13) 132 


para o segundo tipo de distribuição. Portanto, a resposta é 4: (12) 133 + (5) (13). 132, 


57. Resposta: ($) (13) = 5720. Veja a solução do Problema 41. 
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58. é óbvio que existem 10 inteiros com um algarismo satisfazendo as condições do problema. 
Vamos calcular quantos inteiros com dois algarismos existem satisfazendo essas condições. O 
primeiro algarismo de um inteiro com dois algarismos pode ser qualquer algarismo exceto 0. 
O segundo algarismo pode ser qualquer um dos 9 algarismos diferentes do primeiro. Portanto, 
existem 9? inteiros de dois algarismos com esses dois algarismos diferentes. Existem 9? intei- 
ros com três algarismos que satisfazem as condições do problema, pois existem 9 algarismos 
(qualquer algarismo exceto o usado como o segundo) para escolher para o terceiro algarismo. 
Continuando dessa forma, obtemos o resultado final: 10 +9? +9 +9% 4.95 +96, 


59. Vamos começar com outro problema: 

De quantas maneiras podemos retirar 18 cartas de um baralho com 36 cartas (incluindo os 
de modo que essas 18 cartas contenham exatamente 2 ases? 
Vamos escolher primeiro dois dos quatro as Depois escolhemos 16 outras cartas entre 
À para esse novo problema é (3) ` G3): Agora note 
que, ao escolher 18 cartas de um baralho com 36 cartas, estamos, de fato, dividindo o baralho 
ao meio. Mas cada uma das divisões possíveis foi contada duas vezes. Logo, o resultado é 


4 32 
G) 16)/2. 
60. a) A torre pode vis 
6 238, 
b) A resposta é o número de representaçi 
naturais cuja ordem é relevante, Respost 


4 as 


as 32 que não são ase 


. Portanto, a resp 


tar ou não cada um dos 28 quadrados internos. A resposta, portanto, 


s do número 29 como uma soma de sete números 
28 

(6). 

61. Vamos supor nenhum dos remadores escolhidos foi um dos dez que só querem remar do 
lado esquerdo do barco. Então os quatro remadores do lado esquerdo foram escolhidos entre 
os nove que podem remar em qualquer dos lados. E os quatro remadores para o lado direito 
foram escolhidos entre dezessete (os doze que só remam do lado direito e os cinco que sobraram 
sem preferência de lado). Então, nesse caso, temos (19) - (5) + (17) maneiras de fazer uma 
"olha. Agora vamos supor que exatamente um remador fio escolhido entre os que querem 
sentar à esquerda. Então os outros três remadores à esquerda foram escolhidos entre os nove. E 


es 


quatro remadores para o lado direito foram escolhidos entre dezoito. Isso nos dá (12) - (3) - (18) 
escolhas para este caso. Levando em consideração os três casos finais (dois, trê ou quatro 
remadores escolhidos entre os dez que só remam do lado direito), obtemos o resultado final: 


(OCDE O CDC) AD CDA O GD + 0) G). 


62. O retângulo pode ser definido sem ambiguidade pelos 
esquerdo e no canto inferior direito. Para conter a célula marca 


eus vértices no canto superior 
a, o vértice no canto superior 
esquerdo tem que estar em uma linha com um número menor ou igual a p e em uma coluna 
com um número menor ou igual a q. O vértice no canto inferior direito tem que estar em nma 
linha com um número maior ou igual a p e em um a coluna com um número maior ou igual a 
q. Portanto, existem p - q posições diferentes para o vértice no canto superior esquerdo e existe 
(m-p+1)-(n—q+71) posições diferentes para o vértice no canto inferior direito. Portanto 
existem p- q- (m— p + 1)» (n — q + 1) retângulos contendo a célula marcada. 


63. O gafanhoto tem que dar 27 pulos, 9 em cada direção. Vamos denotar os pulas na 
primeira direção pela letra A, os pulas na segunda direção pela letra B e os pulas na terceira 
direção pela letra C. Então cada trajetória do gafanhoto pode ser definida sem ambiguidade 
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por uma palavra com 27 letras onde cada uma das letras A, B, C é usada exatamente 9 vezes 
e o problema se reduz a essas palavras. Fazendo da mesma forma que nos Problemas 17-21 de 
apítulo “Combinatória-1”, obtemos a resposta: 27!/(9!)?. 


12. INVARIANTES 


4. Resposta: 211 -1. 


5. Podemos usar a seguinte quantidade como invariante: cada pardal tem um índice especial 
igual ao número da árvore onde ele está atualmente (contando da esquerda para a direita). 
Então a soma S desses índices é a quantidade invariante. De fato, depois do voo de dois pássaros 
quaisquer, só seus índices variam—um é aumentado de algum número x e o outro diminui do 
mesmo número. Logo, a soma S é invariante. Inicialmente, o valor de S é 1+24-3+4+54+6 = 21 
e, se todos os pardais estiverem na mesma árvore com número k, então o valor de S é 6k. Como 
21 não é divisível por 6, podemos concluir que os pardais não podem se juntar em uma mesma 
árvore. 


Por outro lado, se forem sete pardais e sete árvores, então inicialmente S = 28, que é 
divisível por 7, e não podemos excluir a possibilidade de todos os pardais se juntarem em uma 
mesma árvore. De fato, o leitor pode, facilmente, construir uma sequência de voos que resultam 


na situação desejada: todos os pardais ficam juntos na árvore do meio. 


6. Dica: 


prove que a paridade do número de células pretas na tabela é invariante. 


7. Dica: prove que a paridade do número de 
é invariante sob mudanças de cor, 


lulas pretas entre as quatro células de canto 


+ Este problema pode ser resolvido da mesma maneira que o Problema 7, se considerarmos 
Um exemplo de tal conjunto é dado 
pelas quatro células formando um quadrado 2 x 2 no canto superior esquerdo da tabela. 


um conjunto de quatro células com a mesma propriedad: 


9. Dica: use como invariante a paridade da soma de todos os números no quadro negro. 


13. a) Use a seguinte coloração para o tabuleiro: as linhas com números ímpares são coloridas 
de preto e as com números pares são coloridas de branco. Então os poliminós 1 x 4 sempre 
cobrem um número par de quadrados brancos independente de sua posição no tabuleiro. Além 
disso, o poliminó especial sempre cobre um número ímpar de quadrados brancos. Esses dois 
fatos juntos implicam que o número total de quadrados brancos cobertos é ímpar, mas este 
2. Esta contradi 


número tem que ser o completa a demonstração, 

e) Aplique a coloração análoga usando quatro cores. Como cada poliminó cobre quatro 
quadrados da mesma cor ou quatro quadrados de cores diferentes, podemos concluir que a 
diferença entre os números dos quadrados de cor A e os de cor B é divisível por 4 (independente 
de que cores escolhemos como A e B). Um cálculo fácil mostra que existem 2.652 quadrados da 
primeira cor, 2.652 quadrados da segunda cor, 2.550 quadrados da terceira cor e 2.550 quadrados 


da quarta cor. A diferença entre o número de quadrados da primeira e da terceira cor é 102, 
que não é divisível por 4. Isto completa a demonstração. 


14. Vamos considerar a coloração com 4 cores ilustrada na Figura 154. Então cada poliminó 
2 x 2 contém exatamente um quadrado de cor 1 e cada poliminó 1 x 4 contém dois ou nenhum 
quadrado de cor 1. Portanto, a paridade do número de poliminós 2 x 2 coincide com a paridade 
do número de quadrados de cor 1. » prova a afirmação: depois de mudar a paridade do 
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número de poliminós 2 x 2 (quando um se perdeu) não podemos cobrir o mesmo tabuleiro sem 
sobreposição. 


NaN 
BO so 
NaN 
RwOr o 


FIGURA 154 


16. Vamos usar como invariante o resto do número de cabeças do Dragão quando dividido 
por 7. O uso de qualquer uma das espadas não muda este resto e, como 100 e O não são 
congruentes módulo 7 a resposta é, infelizmente, negativa, 


17. O resto da divisão por 11 da diferença entre o número de dáleres e o número de díleres 
pertencentes ao comerciante pode ser usado como invariante. Como, inicialmente essa diferença 
é 1,0 comerciante nunca pode fazer com que essa diferença seja igual a zero. 


18. Como depois de cada operação da máquina do Dr. Pardal o número de moedas aumenta 
de 4, o resto do número de moedas dividido por 4 é invariante. Mas 26 e 1 têm restos diferentes 
quando divididos por 4. Portanto, não podemos terminar com 26 moedas. 


20. A respost 
algarismos são iguais, o resto de 818? tem que ser igual ao resto do resultado final x. Logo, x 
é congruente a 8 módulo 9 e sabemos que x é um algarismo. Podemos concluir que x = 8. 


21. Seu tipo é B. Considere as paridades das diferenças N(A) — N(B), N(B) — N(C) e 
N(C) — N(A). onde N(X) é o número de amebas do tipo X. Essas paridades não mudam 
durante o processo de fusão. Isto significa, em particular, que ao final (quando só tiver uma 
ameba no tubo de ensaio), o número de amebas do tipo A e o de amebas do tipo C terão a 
mesma paridade, o que só é possível se a única ameba restante é do tipo B. 


a é 8, Como os restos da divisão por 9 de um número natural e da soma de seus 


22. Depois de cada jogada a soma dos números da linha e da coluna do quadrado onde está 
o peão diminuiu de 2 ou aumentou de 1. Logo, o resto da divisão dessa soma por 3 aumenta de 
L depois de cada jogada. Como serão feitas nº — 1 jogadas ao todo e a soma final tem que ser 1 
a mais do que a soma original, temos que n? — 2 tem que ser divisível por 3. Isso é impossível 
(um quadrado perfeito não pode ter resto 2 quando dividido por 3) e, portanto, tal percurso 
para o peão é impossível. 

Observação. Gostaríamos de chamar sua atenção para o fato de que não usamos a palavra 
“invariante” nesta solução. Entretanto, existe uma quantidade que é invariante. Você pode 


encontrá-la? 
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23. Como a soma em cada linha é igual a 1 e temos m linhas, a soma de todos os números 
na tabela é m. Por outro lado, a soma em cada coluna é 1 e a tabela tem n colunas. Logo, a 
soma de todos os é n. Mas a soma dos números na tabela não pode depender de como ela é 
calculada (nesse sentido, este problema tem a ver com a ideia de invariante). Portanto, m 


24. Ar 
invariante. 


esposta é não. Dica: use a paridade do número de copos de cabeça para baixo como 


25. Vamos marcar quatro vértices do cube de tal modo que dois deles não nunca estejam 
ligados por uma aresta (isso não é difícil). Depois consideramos 
números nos vértices marcados e a soma dos número; 


a diferença entre a soma dos 


nos outros vértices. Essa diferença é 
invariante sob as operações descritas. Usando esse invariante, podemos provar facilmente que 
a resposta a ambas as perguntas é não. 


26. Vamos numerar os setores de 1 a 6 no sentido horário começando em algum setor. Depoi 
vamos considerar a diferença entre a soma dos números nos setores 1, 3 e 5 e a soma dos número 
nos setores 2, 4 e 6. Essa quantidade é invariante e seu valor inicial é +1. Logo, 
igual a 0 e a resposta é não. 


» pode ser 


27. Só podemos obter cartões (a,b) tais que a < b e b — a são divisíveis por 7. 

28. A resposta é não. Vamos introduzir a quantidade S igual à soma do número pedras 
com o número de montes. seu valor inicial é 1002. 
* tivéssemos k montes com exatamente 3 pedras em cada um deles, então o valor de $S seria 
k + 3k = 4k, que não pode ser igual a 1002, já que 1002 não é divisível por 4. 


Não é difícil mostrar que $ é invariante e 


29. A resposta é não. Di 
o número a ocupa o lugar à di 


use como invariante a paridade do número de pares (a, b) onde 


“ita do número be a > b. 


30. A soma dos quadrados dos números em uma tripla não muda depois de qualquer uma 


das operações descritas. Usando 


ver facilmente que 


6+2v2 # 13/2). 


ssa quantidade como invariante, podemos 


a resposta é não (os valores do invariante para as triplas dadas são difer 


13. GRAFOS-2 


2. Como existem 4 arestas saindo de quatro dos vértices, concluímos que cada um desses 
vértices está ligado a todos os outros. Mas isso significa que o quinto vértice também está 


ligado a todos os outros,ou seja, seu grau também tem que ser 4, Esta contradição completa a 
demonstração. 


so indutivo, considere 
's do problema e adicione a ele dois outros 
nenhum dos outros vértices de G. O grafo 
G tem duas famílias de vértices, Vy e V2, cada uma contendo n vértices com graus iguais a 1, 


2, n. Ligue um dos vértices novos —digamos, A—a todos os vértices da família Vy e ao 
vértice B. O grafo resultante é um grafo com 2n + 2 vértice 


Dica: use indução em n. A base (n = 1) é fácil. Para provar o pas 
o grafo G com 2n vértices que satisfaz as cond 
vértices A e B que, até agora, não estão ligado: 


tisfazendo a condição desejada. 


4. a) Sim, já que em tal grafo cada vértice está ligado a todos os outros; ou seja, o grafo é 
isomorfo ao grafo completo com 10 vértices. 
b) Não—veja a Figura 155. 
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c) Não—veja a Figura 156. 


Figura 156 


5. Suponha que é possível retirar tal aresta. Se esta aresta ligava dois vértices com graus 
iguais, então cada uma das componentes conexas teria um número ímpar de vértices ímpa- 
res, o que é impossível. Caso contrário, só uma componente teria um vértice de grau 2 e as 
componentes não seriam isomorfas. 


9. Considere qualquer uma das componentes conexas do grafo dado. Ele não é uma árvore 
porque não tem uma folha. Portanto, contém um ciclo. 


10. Suponha que as extremidades da aresta retirada estão ligadas por um caminho simples 
no grafo novo. Então este caminho junto com a aresta retirada nos dá um ciclo no grafo—uma 
contradição. 

1 Di 
arestas. 


: se não fosse wna árvore, poderíamos obter uma árvore retirando-se algumas 


14, O número total de estradas no país é (%). Como o número de arestas em uma árvore 
com 30 vértices é 29, obtemos a resposta: 30 - 29/2 — 29 = 406. 


15. Dica: considere uma á 


16. Dica: vamos considerar qualquer árvore maximal do grafo. Então duplique cada aresta 
desta árvore (existem 99 delas). Embora o resultado não seja exatamente um grafo, o teorema 


vore maximal do grafo dado e retire qualquer de suas folhas, 
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de Euler sobre desenhar um grafo sem levantar o lápis do papel se aplica a esse “multi-grafo” 
também, 


17. Considere o grafo planar cujos vértices são os lagos, cujas arestas são os canais e cujas 
ão as ilhas. Como V — E +F = 2, V =7 e Ẹ = 10, temos F = 5. No entanto, uma das 
es é a face de fora que não é uma ilha. Resposta: 4. 


19. Dica: toda face é limitada por pelo menos três arestas, 


24. Ade 


igualdade 3V — 6 > E não é válida neste grafo e, portanto, ele não é pla 


25. Suponha que não. Então 2E > 6V, ou seja, E > 3V, o que contradiz a desigualdade 
demonstrada. 


26. Suponha que ambos os grafos são planares. Então eles não podem ter mais de (3.11 — 
6) + (3: 11 — 6) = 54 arestas ao todo (nos dois grafos). Entretanto, o grafo completo grafo com 
11 vértices tem que ter 55 arestas e temos uma contradição. 


27. Dica: primeiro, prove a desigualdade E < 3V — 6 usando o fato de que o grau de cada 
vértice é pelo menos 3. Denotando o número de pentágonos por a e o número de hexágonos 
por b, temos 5a + 6b +7 = 2E < 6F — 12 = 6(a + b + 1) — 12. Logo, a > 13. 
29. a) Não, já que o grafo tem 12 vértices ímpares, o que significa que precisamos de pelo 
menos 6 caminhos para formar o reticulado. 

b) Sim, é possível. Deixamos a cargo do leitor a construç 


o de um exemplo. 


30. O grafo formado pelos círculos (os pontos de interseção são seus vértices e os arcos dos 
círculos são suas arestas) é conexo e os graus de todos os seus vértices são pares. 


31. A demonstração pode ser 
o passo indutivo, escolhemos doi ses ímpares À e B e os conectamos mentalmente por uma 
aresta nova. Depois disso, o grafo novo só tem 2n — 2 vértices ímpares e pode ser desenhado de 
modo que o lápis saia do papel exatamente n—1 vi Quando, ao desenhar o grafo, cheg; 
na aresta AB adicionada mentalmente (que não e, de fato), simplesmente levantamos o 
lápis do papel e recomeçamos a desenhar na outra extremidade desta aresta. 


a por indução em n. A base n = 0 é evidente. Para provar 


32. Dica: encontre dois cient 
conhecem 


stas que não se conhecem e considere todas as pessoas que eles 


33. Jaso contrário, para qualquer número de 68 a 101 existiriam exatamente tr udantes 
com exatamente este número de conhecidos. Então o número de estudantes tendo um número 
ímpar de conhecidos é ímpar, o que é impossível. 


34. Dica: ligue esses dois vértices por um caminho, Então, se o comprimento des 
é a, as distâncias de qualquer vértice para e: 
mesma paridade que a. 


'S CS 


e caminho 
sses dois têm que diferir por um número com a 


35. Dica: prove que qualquer árvore com 6 vértices é isomorfa a um dos grafos ilustrados na 
Figura 157. 


36. a), b) Esse 


são corolários dos itens ¢) e d). 
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FIGURA 157 


€) Vamos supor que não. Considere uma cidade arbitrária X, uma cidade A para onde não 
se pode ir a partir de X de avião com no máximo uma transferência e uma cidade B para onde 
não se pode ir a partir de X de trem com no máximo uma t rência. Note que as cidade; 
A e B estão ligadas por algum tipo de transporte. Podemos supor, sem perda de generalidade, 
que A e B estão conectadas por trem. Por hipótese, X e A estão ligadas diretamente por trem 
e, portanto, podemos chegar a B a partir de X por trem com nma transferência em A, o que é 
uma contradição. 

d) Dica: suponha que não podemos ir de avião de A para B com no máximo duas transferên- 
cias e que não podemos ir de trem de C para D com no máximo duas transferências. Considere 
o grafo formado por essas quatro cidades. 


37. Veja o Problema 28 do Capítulo “O Princípio das Casas de Pombo”. 
38. Considere um vértice arbitrário e note existem pelo menos 6 arestas da mesma cor saindo 


dele. Agora use o resultado do Problema 37. 


39. Suponha que existe um vértice com 6 arestas azuis saindo dele. Então podemos usar o 
resultado do Problema 37. Se existir um vértice tal que o número de arestas azuis saindo dele 
é menor ou igual a 4 (é impossível que todos os nove vértices tenham cinco arestas azuis saindo 
dele), então existirão pelo menos 4 arestas vermelhas saindo dele, 


40. Existem pelo menos 9 arestas da mesma cor saindo de qualquer vértice dado. Agora us 
o resultado do Problema 39. 

42. Denote o número de estradas entrando na capital por a. Então o número total de todas 
as estrada “chegando” é igual a 21 - 100 + a e o número total de estradas “saindo” é menor on 
igual a 20 - 100 + (100 — a). Portanto, 21: 100 + a < 20 - 100 + (100 — a); ou seja, 2a < 0. 
Finalmente, a = 0. 


43. Dica: numere as cidades e marque cada estrada como de mão única no sentido saindo 


da cidade com o número menor e indo para a cidade com o número maior. 


44. Dica: considere primeiro os vérti 
novos ligados a esses, ete. Ao estender essa “tei 


s ligados ao vértice escolhido A, depois os vértices 
(enquanto for possível), orientamos as arestas 
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ligando os vértices novos que foram incluídos com os antigos no sentido dos antigos para os 
novos. 

45. Dic 
arestas de acordo com sua ordem no ciclo. 


considere um caminho de Euler pa 


ando por todas as arestas do grafo e oriente 


Dica: prove que existe um caminho fechado seguindo as setas que pas: 
a exatamente uma vez. Isto pode ser feito considerando-se o caminho fechado com o maior 
número possível de arestas. 


am por cada 


48. Suponha que o time A venceu o torneio. Se existisse algum time que venceu A e todos 
os times que perderam para À, esse time teria feito mais pontos do que A, o que é impossível. 
Isto prova os dois itens do problema. 

A base (para três cidades) pode ser de- 
monstrada usando-se uma análise simples caso a caso. Para provar o passo indutivo, remova 
temporariamente a cidade que tem estradas tanto entrando como saindo dela. 


49. Dica: use indução no número de cidades 


50. Vamos provar isso por indução no número de times n. A base n = 2 é fácil. Para provar 
o passo indutivo, vamos remover, temporariamente, um dos times X e numerar os outros n — 1 
times conforme desejado. Se X ganhou do time 1 ou perdeu do time n — 1, podemos incluir 
X facilmente na cadeia. Supondo o oposto, temos que X perdeu do time 1 e ganhou do time 
n= 1. Portanto, tem que existir um inteiro k tal que X perdeu para o time k e venceu o time 
k+ 1—caso contrário X tem que ter perdido para o time 2, logo para o time 3, logo para o time 
4, etc. Tendo encontrado tal k, podemos inserir X na cadeia existente entre os times k e k +1, 
criando a cadeia de times desejada. 


51. Suponha que A e B ganharam um número igual de partidas e B ganhou de A. Então, 
se todo time C que perdeu de A também perdeu de B, B tem que ter mais pontos do que A, 
Logo, existe um time C tal que A ganhou de C, mas C ganhou de B. 


52. Dicas: a) Se não for possível chegar à cidade B saindo da cidade A, considere as cidad 
onde chegam as estradas que saem de A junto com as cidades de onde saem as estradas que 
chegam em B. 

b) Usando a mesma notação que podemos supor que não exi 
que não existe cidade C com estradas A > C e C => B. Vamos considerar 
s que saem de À as outra quarent 


radas À > B e 
quarenta cidades 
À (!) cidades By, 
B40 de onde saem as estradas que chegam em B. Existem 1600 estradas que saem das 
Ai. Ao mesmo tempo, o número total de estradas ligando as cidades A; umas com as 
outras não é maior do que 40-39/2 = 780 e o número de estradas que saem delas para chegarem 
às 19 cidades restantes não é maior do que 40-19 = 760. Como 1600 > 1540 = 780 +760, segue 
que tem que existir uma estrada de A; para Bj. 


tem es 


53. Dica: depois de remover a aresta entre os vértices A e B, escolhemos dois vértices 
arbitrários e consideramos três casos: nenhum desses vértices coincide com A ou B; um deles é 
Ao B; ou, de fato, eles são A e B. 


14. GEOMETRIA 


1. Dica: tente encontrar que comprimento pode ter o terceiro lado de um triângulo cujos 
lados têm comprimentos a e b. 


outros dois 
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2. Dica: prove as desigualdades AM > AB — BC/2 e AM > AC — BC/2. 


3. Considere o círculo inscrito no triângulo e os comprimentos dos segmentos resultantes 
quando os pontos de tangência dividem os lados do triângulo. Temos três pares de segmentos 
ados x, y e z. 


iguais. cujos comprimentos são os números des: 


4. Suponha que não. Então um dos ângulos é maior do que o outro e o lado correspondente 
tem que ser maior do que o outro. Esta contradição completa a demonstração. 


sigualdades ZBAM < ZABM e ZCAM < ZACM. 

6. Esta é uma aplicação simples da desigualdade Nº1, Se a +b > c, então a +2Vab-+b > e, 
ou (Va + Vb)? > (Ve) e ya + vb > ve. 

7. Como AB + CD < AC + BD (por quê?) podemos obter o resultado desejado somando 
esta desigualdade à desigualdade dada no enunciado do problema. 


9. Jomo ZA > ZA}, temos BD > BD; e, portanto, ZC > ZC4. Se ZB > £ZBs, então, 
analogamente, ZD > D3, o que é impossível, já que a soma das medidas dos ângulos nos 
quadriláteros têm que ser iguais. 


5. Dica: use as d 


10. Dica: construa um ABCD com três vértices coincidindo com os vértices do triângulo 
stendendo a mediana pelo seu próprio comprimento até D. Depois aplique a desigualdade 


11. Resposta: 
ZDCE > ZDEC 


12. a) Dica: coloque três cópias do triângulo no plano de modo que cada dois deles tenham 
um lado AB em comum. Depois procure um triângulo equilátero. 
b) Encontre o ponto E no lado AB tal que AE = AC. Depois prove que EB > CE > AC. 


Não. Caso contrário, seguiria da desigualdade Nº2 que LBAC > ZBCA 
> ZKAI = £BAC- -o que é uma contradição! 


13. Dica: denotando o perímetro externo por a, o perímetro da estrela por b e o perímetro 
interno por c, temos a > c a+c <bc2a > b Uma análise caso a caso completa a 
demonstração. 


14. “Abra” o perímetro do quadrilátero como ilustrado na Figura 158. 


Figura 158 
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15. Em três passos, mova o segundo triângulo de modo que todos os três de seus vértices 
coincidam com os vértices do primeiro triângulo (um vértice de cada vez). 


16. a) Prove que qualquer ponto D ficará fixo. 
b) Aplique o resultado de a). 


17. a) Resposta: uma outra translação. 

b) Considere duas retas paralelas que são perpendiculares à direção da translação e tal que 
a distância entre elas seja igual a metade do comprimento da translação. 

c) Este movimento não pode ser uma rotação, já que nenhum ponto fica no mesmo lugar. 
Não pode uma translação, já que a distância entre um ponto e sua imagem não é constante. 
E, finalmente, não é uma reflexão em relação a uma reta: se fosse, então a mediatriz de todos 
os segmentos AA”, onde A’ é a imagem de um ponto arbitrário A, coincidiriam. 


18. A resposta é sim. Basta encontrar uma rotação que leva um dos centros no outro. 


19. Só a rotação identidade é que pode levar um semiplano em si mesmo: caso contrário, onde 
a fronteira iria? Uma reflexão em relação a uma reta pode fazer isso se a reta for perpendicular 
à fronteira do semiplano. 


20. n, é verdade. De fato, a composição de oito dessas rotações é uma rotação de 24 graus 
em torno do mesmo ponto. Além disso, a composição de três dessas rotações será uma rotação 
de 72 graus em torno do ponto O, 


21. Dica: reflita o triângulo em relação ao ponto dado. Onde o triângulo e sua imagem 


coincidem são as extremidades do segmento desejado. 


22. Dica; use uma translação. 


24. Dica: como as retas (AB), (CD) e (MN) se encontram em um ponto, a reflexão em 
relação à reta (MN) leva as retas (AB) e (CD) uma sobre a outra, 


25. Dica: use uma rotação de 90 graus que leva o quadrado em si mesmo. 


26. Dica: use uma rotação de 60 graus em torno do ponto P e considere o ponto onde a 
primeira reta e a imagem da segunda reta se encontram, 


27. a) Dica: se os dois pontos dados X e Y estiverem em lados diferentes da reta L, então 
M = (XY) A L; caso contrário, M = (XY1) NL, onde Y; é simétrico a Y em relação a L. 

b) Dica: X e Y estiverem em lados diferentes da reta L, então M = (XY) NL; caso 
contrário, M = (XY1) NL, onde Yı é simétrico a Y em relação a L. 


28. Dica: reflita o primeiro eixo no segundo. Prove que a imagem tem que ser um eixo de 
simetria do triângulo. Mostre, também, que as duas retas originais não podem ser perpendicu- 
lares. 
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29. a) A, B, O, D, E, H, I, K, M, O, T, U, V, W, X, Y. 
bD)H,I,N,0,8,X, Z. 


As respostas dependem de como você escreve as letras. Usamos aqui o tipo romano padrão. 


30. A resposta é não. Veja a dica do Problema 28. 
J; 


31. Dica: esses são os pontos dos quais o segmento OS (O é o centro da rotação) subtendes 
um ângulo de 90º + «/2 ou 90º — «/2 (« é o ângulo de rotação). O leitor pode tentar descrever 
este lugar geométrico mais precisamente. 


34. o. Di 
do triângulo seria 180º. 


35. L a reta perpendicular 
os segmentos AC e BD são simétri 


se duas bissetrizes fossem perpendiculares, então a soma desses dois ângulos 


s AB e CD que passa pelo centro do círculo. Então 
s em relação à reta L. 


: a soma de dois ângulos opostos em um quadrilátero ins 
: 60,90 e 120 grans. 


rito tem que ser 180 graus. 


Não é difícil ver que a medida do ângulo AOD é 60º. Além disso, o triângulo DOC é 
les, logo ZDOC = 75º. Portanto, ZAOC = 135º. 


39. Os ângulos ABC e ABD são igual a 90º, Logo ZCBD = 180°. 


40. a) Sejam a = |AB|. b = |BC]. c = |CD| e d = IDA]. Então b não é maior do que a 
altura de C a AB no triângulo ABC. Logo S(ABC) < ab/2 e S(CDA) < cd/2. Somando essas 
desigualdades, obtemos o resultado, 

b) Use a) e o fato de que o quadrilátero ABCD pode ser transformado em um quadrilátero 
com a mesma área, mas com os lados em uma ordem diferente; a, b, de c (corte ao longo da 
dingonal AC e “vire” uma das metades). 


42. Como bc/2 > 1, obtemos b? > 2. 
43. Sim, isso é possível. Considere o triângulo ABC, onde AC = 2002 = é e AB = BC = 1001 
(onde € é algum número positivo suficientemente pequeno; por exemplo, e = 10-10). 


44. Corte ABCD ao longo da diagonal AC e prove es 
separadamente. Não esqueça que os lados de KLMN s 


45. Não é difícil mostrar que a área de um quadrilátero cujas diagonais são perpendiculares é 


igual a metade do produto das diagonais (o resultado para um losango, dado em muitos textos 
regulares, é um caso especial), Aqui, [ABCD] = 12. 


sa igualdade para cada uma das metades 
o paralelos às diagonais de ABCD. 


46. Resposta: 7. Dica: 


prove que a área de cada um dos três triângulos adicionais é 2. 


4T. A igualdade das áreas é equivalente à igualdade das alturas de A e C, respectivamente, 
para BM. Isso, por sua vez, é equivalente à hipótese de que BM é a inediatriz de AC. 


48. Use o resultado do Problema 44. 
49. Dica: prove que os triângulos ABD e ACD têm a mesma área. 


50. Se temos o ponto O no interior do triângulo equilátero ABC, então podemos calcular a 
área de ABC como a soma das áreas dos triângulos OAB, OBC e OAC. Essas áreas podem ser 
encontradas usando-se as perpendiculares de O nos lados do triângulo. 
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55. Não, ele está errado. Por exemplo, podemos provar que existem pontos no plane satisfa- 
zendo a propriedade dada e estando arbitrariamente longe do ponto dado (de fato, o conjunto 
dado é uma parábola). 


56. A demonstração está errada porque a figura está errada e o ponto M é externo ao 
triângulo. 


57. Como P é equidistante de A e de B, assim como de C e de D, temos que os triângulos 
PAD e PBC são congruentes. Logo, as medianas PM e PN nesses triângulos também são iguais. 


58. Um modo de fazer is 
em dois segmentos ta 


O é to provar que e divide o cateto maior do triângulo 
que o comprimento de um deles é igual ao comprimento da parte 
4 e o outro tem o dobro do comprimento. Ou os comprimentos podem 
calculados diretamente, em termos de um dos lados do triângulo original. 


specificada da media! 


59. Dica: use o fato que cada um dos segmentos dessa linha poligonal é a mediana da 
hipotenusa em algum triângulo retângulo e, portanto, é igual à metade dessa hipotenusa, 


15. BASES NUMÉRICAS 


Respostas dos exercícios 

1. a)2;b)n. 

2. 101012 =21, 101013 =91, 2114 = 37, 1267 = 69, 1581 = 184. 

3. 1001 = 11001002 = 102013 = 12104 = 4005 = 2446 = 202; = 144s = 1219. 
4 Nho=Aln. 


5. Segue a tabela de multiplicação para o sistema numérico de base 5: 
01234 
0/0 0000 
1/0 1234 
2/02 4 13 
3/03 142 
440 4 321 


6. a) 110012; b) 212025. 
7. a) 26267; b) 10037. 


Problemas 


1. Resposta: no sistema com base 12 (sistema duodecimal). Dica: os algarismos 3 e 4 sempre 

representam os números 310 € 410, € seu produto é igual a 1210. 

2. a) Sim, existe tal sistema. Este é o 
b) Resp: Não. Essa igualdade só poderia ser verdadeira no sistema numérico com base 

5, mas não existe algarismo 5 neste sistema, 


ema com base 7. Veja a dica do problema anterior. 


3. Um número é par se e somente se 

a) existe um número par de algarismos iguais a 1 na sua representação em base 3 (ou se 
a soma de seus algarismos é par). De fato, um número é igual à soma das potêne 
multiplied pelos algarismos, que podem ser 0, 1 ou 2. As parcelas com algarismos 0 e 
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pares e, portanto, a paridade da soma depende do número de parcelas com algarismos iguais a 
1: 

b) para n par, sua representação em base n termina com um algarismo par; para n ímpar, 
a soma de seus algarismos é par. A demonstração para esse último caso é semelhante à de- 
monstração do item a). No caso em que n é par, quando um número é representado como uma 
soma de potências de n multiplicadas pelos seus algarismos, todas as parcelas, começando da 
segunda, são pares, já que são divisíveis por n. Portanto, a paridade da soma é determinada 
pela paridade do algarismo das unidades. 


4. A resposta é 23451 + 15642 


5. Seja n a base do sistema. Então n? = (2n4-4) + (3n + 2); ou seja, n? —5n—6 
Portanto, n = —1 ou n = 6. Res 


42423 (o sistema numérico com base 7). 


6. a) No sistema numérico com base n, a representação de um número termina com k 
algarismos iguais a zero se e somente se este número é divisível por n*. 

b) seja m um divisor de n. O último smo na representação de um número em base n 
é divisível por m se e somente se o próprio número é divisível por m. 


7. a) Seja m um divisor de n — 1. Então a soma dos algarismos na representação de um 
número em base n é divisível por m se e somente se o próprio número é divisível por m. 
b) A soma “alternada” (com sinais alternados) dos algarismos na representação de um 
número em base n é divisível por n + 1 se e somente se o próprio número é divisível por n + 1. 
c) Seja m um divisor de n + 1. A soma alternada (com sinais alternados) dos algarismos 
na representação de um número em base n é divisível por m se e somente se o próprio número 
é divisível por m. 


12. Dica: o subconjunto é o mesmo que no Problema 11. 


1 
demonstração são exatamente as mesmas. Entretanto, existe outra demonstração, muito mais 
simples, que mostra que o segundo jogador vence. De fato, tudo que o segundo jogador tem que 
fazer é manter a simetria em relação à reta que separa a quarta da quinta coluna no tabuleiro. 

b) O segundo jogador não pode perder. A razão é a mesma que antes. De fato, este jogo 
não tem nada a ver com o jogo de Nim—é uma brincadeira. De fato, este jogo pode durar para 
sempre, mas isso não é importante. 


ja e a 


. a) Este é o mesmo jogo de Nim, com oito conjuntos em vez de três. A estraté 


16. DESIGUALDADES 


2. a) Temos 3? =9 > 8 = 2? o, portanto, 3200 > 2300, 
b) Temos 2!º = 1024 < 2187 = 37 e, portanto, 210 < 3?8, 
c) O número 47 é maior. 
4. Resposta: 8°! > 7°, 
6. Resposta: |23 —3?]| = 1, |33 —5?]| = 2, |6? —25| = 4, |3? —25| = 5, |7 —5°| = 3, 
e [12—27] =7. 


112-53 =4 


8. Vamos denotar o número no numerador de qualquer das frações por x. Então a fração é 
a=x/(10x—9), de modo que 1/a = 10—9/x. Isso implica que, quando x aumenta, a diminui. 
Logo a primeira fração é maior. 
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9. Vamos responder a pergunta mais geral: quando x/y é maior do que (x + 1)/(y + 1)? Se 
x © y forem positivos, então 

x xti 0 xy 

y y+l y+)’ 
Então tudo depende se x é maior do que y ou não. No nosso caso y > x, o que significa que 
1234568/7654322 é o maior dos dois números dados. 


10. O número 10010 é maior, pois 100? > 150 - 50. 


11. Resposta: (1.01)! > 1000, De fato, (1.01) > 1.08; (1.01)1000 = ((1,01)8)!25 > 
(1.08)!25, Além disso, (1.08) > 1.4; (1.01)1000 > (1,495 > (14)! > (2.78 > 7! = 2401 > 
1000. 


13. Como 99! > 100, é claro que A < B. 
rl+x—2yX=(vx 


19, 20. Colocando tudo de um mesmo lado do sinal de desigualdade, podemos reduzir a 
desigualdade dada a (x— y)? > 0. 


17. Podemos 


21. Colocando tudo de um mesmo lado do sinal de desigualdade e multiplicando pelo deno- 
minador, temos (x — y)? > 0. 


23. Multiplique as três desigualdades a seguir: a +b > 2Vab, b +c > 2Vbc, c +a > 2yTa. 
24. Dica: use o fato de que (Vab — Vac)? + (Vac — vbe)? + (vbe — vab)? > 0. 


25. Temos x? +y? +1—xy— x-y = ((x— y)? +(x- 1)? + (y -— 1)?)/2 > 0. 
27. Temos x? +y’ +8 =x? +y? +4 +4 > 4 Y/xTyT 4-4 = 8xy. 
28. ) Podemos e cra+b+c+d >4Vabed; 1/0+1/b+1/c+1/d > 44/1/abed. Agora 


basta multiplicar essas desigualdades. 
29. a/b+b/c+c/a>3(a/b)-(b/c)- (c/a) = 
42. Dice 


a desigualdade pode ser demonstrada somando-se duas d 
(2% —1)(2' = 1)(2™ — 1) > 0, 
2ktl+m >22 42! +2™ 


ualdades mais simples: 


pois 2ktltm > 2k+2 =4.2k>2k pal tam ak SLS M) 


43. Temosab+bc+ca=((a+b+c)?-a?-b?-c2)/2=-(a24+b2+c2)/2<0. 


45. Colocando todos os 
VU)/v*y > 0. 

47. Eisa ideia principal: se a permutação (ci) não for a identidade, então existem índices i e 
j tais que c; > cj e i < j. Então, permutando c; e c;, podemos aumentar a soma dos produtos. 
De fato, 


rmos de um mesmo lado da desigualdade, obtemos (x — y)( V3 — 


cia; + cjaj — cja; — ciaj = (ai — aj)(ci — cj) < 0. 


Assim, usando essas transposições, podemos transformar a permutação (c;) na identidade sem 


diminuir a soma dos produtos durante esse proc 
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53. A base é fácil. A demonstração do passo indutivo é a seguinte: 141/V2+...+1/Vn— T+ 
Wvn<2vn-T+1/yVn<2ynsincel/yn<2lyn-vn>)=2/(vn+vn—1). 

54. A solução é semelhante à solução anterior (basta mudar a direção das desigualdades). 
58. Abasen=4 pode ser verificada “manualmente”. Passo indutivo: (n+ 1)! = (nTn! > 
2"(n+1)>2:2" =20+, 

59. Abasen=1 é fácil, Passo indutivo: 2™*! =2. 2" >2.2n=4n>2(n+1) (ifn > 1). 
60. Resposta: a desigualdade é válida para n > 10. Dica: você pode verificar que ela é 
verdade diretamente para 1 < n < 10. Para provar o passo indutivo, mostre que, enquanto 
2"+! & o dobro de 2", (n + 1)? é menor do que 2nº. 
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